INTORNO ALLA TEORIA GENERALE 
DELLE MATRICI DI RIEMANN 
E AD ALCUNE SUE APPLICAZIONI (*) 


La teoria delle funzioni abeliane (con che si intende alludere, 
nel tempo stesso, a tutto l’insieme delle quistioni analitiche che più 
o meno direttamente vi si riconnettono) e alcune delle più elevate 
teorie della geometria algebrica presentano analogie così frequenti e 
affinità tanto spiccate che, chiunque le esamini un po’ da vicino, è 
condotto, quasi spontaneamente, a presumere, che esse debbano in- 
nestarsi tutte sopra una medesima teoria generale, e che in questo 
fatto debba ravvisarsi la spiegazione migliore dei vincoli numerosi 
e stretti che le collegano. 

E poichè al fondo di ogni ricerca istituita su quegli argomenti 
sta sempre, in modo più o meno esplicito, una certa «tabella di pe- 
riodi », la quale, come è noto, in nessun caso è una matrice qual- 
sivoglia, vien fatto subito di pensare che appunto le proprietà di 
questa matrice debbano rispondere in quelle teorie a un ufficio es- 
senziale. 

Vero è che fino a qualche tempo addietro lo studio diretto delle 
tabelle in discorso era stato così poco approfondito che l’osserva- 
zione ora fatta, anche a ritenerla significativa, bisognava rassegnarsi 
a lasciarla cadere; ma in questi ultimi anni le cose sembrano mutate. 

A traverso lavori, più o meno recenti, che verremo a mano 
mano ricordando, esse sono divenute ormai così numerose e hanno 
acquistato tanto rilievo, che mi è parso si imponesse, per ragioni 
teoriche e di fatto, la necessità di comporne una trattazione organica 
e ordinata, al tutto indipendente dalle varie interpretazioni concrete 
di cui esse sono suscettibili. 

Questo appunto ho tentato di fare nella prima parte di questa 
Memoria, nella quale pongo la nozione di matrice riemanniana e inizio 


(*) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, tomo XLI (1916), pp. 
263-330. 
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lo studio sistematico di quelle fra le sue proprietà che restano inal- 
terate di fronte alla relazione di isomorfismo o, in particolare, di 
equivalenza. 

La ragione intima del limite che così vien posto alla ricerca ap- 
parisce subito manifesta. 

Una matrice riemanniana non è altra cosa, in sostanza, che una 
matrice la quale possa esser pensata come tabella di periodi primi- 
tivi per un corpo di funzioni abeliane, e, secondo le definizioni qui 
poste, il dire che due matrici riemanniane sono isomorfe val quanto 
affermare che ciascuna funzione abeliana del corpo relativo all’una, 
premessa, ove occorra, una sostituzione lineare omogenea sulle va- 
riabili, è algebricamente legata a funzioni del corpo relativo all’altra ; 
e il dire che due matrici riemanniane sono equivalenti è quanto as- 
serire che i corpi di funzioni abeliane ad esse relativi si possono 
portare a coincidere effettuando, al più, sulle funzioni di uno dei 
due un conveniente cambiamento lineare di variabili. E allora è 
chiaro che, dato il nostro scopo, le sole proprietà di una matrice 
riemanniana che interessi considerare sono quelle che non mutano 
quando ad essa venga sostituita una matrice equivalente o soltanto 
una matrice isomorfa. 


Dal punto di vista di questa Memoria i caratteri fondamentali di 
una matrice riemanniana che occorre tener presenti sono tre; il primo 
è la sua caratteristica, che qui, per ragioni evidenti di opportunità, 
vien detta il suo genere, gli altri due sono queli che chiamo indici 
di singolarità e di moltiplicabilità. 

Come è noto, perchè un quadro di numeri possa riguardarsi 
come una matrice riemanniana occorre e basta che esista una forma 
bilineare alternata a coefficienti (interi, o soltanto) razionali, in rap- 
porto alla quale gli elementi della matrice soddisfacciano a due con- 
dizioni assegnate da RIEMANN e da WEIERSTRASS. Di queste, la 
prima si traduce in un sistema di eguaglianze; la seconda in una 
diseguaglianza. 

Ora si supponga di non imporre alla forma bilineare la restri- 
zione di essere alternata e di lasciar cadere la seconda condizione, 
ma si tenga sempre ferma la prima; si giunge così alla nozione di 
ciò che dico una forma di RIEMANN della matrice. 

Ebbene gli indici di moltiplicabilità e di singolarità della ma- 
trice sono semplicemente le dimensioni delle totalità lineari minime 
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a cui appartengono tutte le sue forme di RIEMANN o, soltanto, tutte 
le sue forme di RIEMANN alternate. 

Accanto a codesti caratteri riguardanti una sola matrice rieman- 
niana ve n’è un altro relativo a una coppia di matrici riemanniane 
e che chiamo il loro carattere simultaneo. 

Salvo una leggera differenza, esso è definito in maniera analoga 
alla precedente partendo da quelle che vengon dette forme simultanee 
di RIEMANN delle due matrici, e nel caso che le due matrici coin- 
cidano {o siano soltanto isomorfe) esso si riduce al loro comune 
indice di moltiplicabilità aumentato di 1. 

* 
* * 

Il primo a riconoscere la necessità di considerare tutte le forme 
riemanniane alternate della tabella dei periodi per poter comporre 
una teoria completa e soddisfacente della trasformazione (in partico- 
lare, della moltiplicazione complessa) delle funzioni abeliane, e quindi, 
in sostanza, a introdurre la nozione di indice di singolarità è stato 
lo HumBER (t), che ha studiato a fondo il caso delle due variabili; 
e dei due significati geometrici che codesto indice assume, quando 
si trasporti nel campo delle superficie iperellittiche o delle curve 
algebriche, uno è stato messo in luce da BAGNERA e DE FRANOHIS (?) 
e l’altro dal ROSATI (3). 

Ma per lo scopo a cui or ora si è alluso non basta limitarsi 
alle forme riemanniane alternate; occorre, in realtà, considerarle 
tutte. Lo stesso HUMBERT, infatti, sebbene non arrivi alla distin- 
zione netta fra indice di singolarità e indice di moltiplicabilità, nel 
caso particolare che egli considera è costretto a parlare di « relazioni 
singolari» fra i periodi e di «altre relazioni ». 

Qui vi è luogo, anzi, a un’osservazione importante. 

La lacuna della teoria classica della moltiplicazione complessa, 
rilevata dallo HUMBERT, discende dal fatto che essa ha bisogno di 
presupporre per la tabella dei periodi l’esistenza, a meno di un fat- 


(1) G. HUMBERT, Sur les fonctions abéliennes singulières [Journal de Math6ma- 
tiques pures et appliqudes, 5me série, t. V (1899), pp. 233-350; e t. VI (1900), 
pp. 279-386]. 

(3) G. BagneRA e M, De FraNcHIS, Le nombre o de M. PICARD pour lea sur- 
Jaces hyperélliptiques et pour les surfaces irrégulières de genre zéro [Rendiconti del 
Circolo Matematico di Palermo, t. XXX (2° semestre 1910), pp. 185-238]. 

(3) C. Rosati, loo. cit. (7) b) e e). 
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tore di proporzionalità razionale, di una sola forma riemanniana al- 
ternata ; basta, pertanto, che ciò non sia, perchè essa risulti incom- 
pleta. Ora, per appunto, quando le variabili sono due, lo HUMBERT 
ha fatto vedere che non c'è moltiplicazione complessa se di quelle 
forme non ve n’è almeno due distinte, e quindi, in sostanza, per il 
caso in discorso, la teoria classica fa un’ipotesi che non può essere 
mai realizzata. 

Come dimostrerò in un altro lavoro, l’importante teorema dello 
HUMBERT, ora ricordato, non vale per tutti i casi; per es. non vale 
per le funzioni abeliane a tre variabili, come, ed è notissimo, non 
vale per le funzioni ellittiche. Possono dunque esservi casi di mol- 
tiplicazione complessa che rispondano all’ipotesi della teoria classica : 
ma allora, eccettuato il caso delle funzioni ellittiche, il tipo di 
moltiplicazione complessa che sì incontra è di natura estremamente 
particolare; nè questa conseguenza di quella ipotesi è stata mai 
rilevata. 

Cosicchè, da qualunque lato si guardi, l’assetto logico di code- 
sta teoria è tutt'altro che soddisfacente: essa, invero, o fa un’ipo- 
tesi non realizzabile, o non ne approfondisce le conseguenze. Gli è 
che a chiarir le cose e a metterle nella loro vera luce è appunto 
necessario, come abbiamo detto, distinguere nettamente tra indice 
di singolarità e indice di moltiplicabilità. 

Il primo a imbattersi nella nozione di indice di moltiplicabi- 
lità, benchè in maniera al tutto diversa da quella qui seguita, è stato 
lo HURWITZ (4), il quale, introducendo il numero base per le corri- 
spondenze (algebriche) situate sopra una curva algebrica ha, in altri 
termini, introdotto l’indice di moltiplicabilità per le matrici riemanniane 
legate alle curve, una volta che la differenza dei due caratteri è sem- 
plicemente 1; e il SEVERI(5), osservando che la teoria della base 
delle corrispondenze poteva essere estesa anche a curve algebriche 
distinte, si è imbattuto per il primo nella nozione di carattere si- 
multaneo per matrici riemanniane legate a curve. 

Si osservi, per altro, che se pure è facile trovar traccia di co- 
desti tre caratteri in ricerche anteriori, qui per la prima volta essi 


(4) A. Hurwitz, Uber algebraische Correspondenzen und das verallgemeinerte 
Correspondenzprincip [Mathematisohe Annalen, Bd. XXVIII (1886), pp. 561-585]. 

(5) F. SEVERI, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e sopra 
certe classi di superficie [Memorie della Reale Accademia delle Scienze di Torino, 
serie II, t. LIV (1903), pp. 1-49], n° 16. 
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vengono considerati in modo esplicito, simultaneo e generale e qui 
per la prima volta si dà tutta una serie di teoremi che li riguardi (ê). 


* 
* * 


Per alcune questioni relative alle matrici riemanniane (per es., 
gran parte di quelle che rispondono alla teoria della moltiplicazione 
complessa) l’aspetto sotto cui occorre considerare le loro forme di 
RIEMANN è quello strettamente aritmetico; ma per altre (ad es., per 
talune considerazioni che ricorrono nello studio degli integrali abe- 
liani riducibili) il far questo non è necessario, anzi è inopportuno, 
bastando considerarle sotto l’aspetto algebrico. 

Dal primo punto di vista si presenta la necessità di fissare 
l’attenzione in modo particolare sulle forme di RIEMANN a coeffi cienti 
interi, e fra queste su quelle primitive, sui valori dei loro det ermi- 
nanti, sulle loro basi minime, ecc.; dal secondo [che, se non erro, è 
stato accentuato soltanto da poco, da lavori miei e del Rosari (7)], 


(5) Si veggano, in particolare, i teoremi generali che possono dedursi da 
queste ricerche intorno ai numeri base di HURWITZ e SEVERI, di cui finora erano 
noti soltanto ì limiti superiori (HURWITZ, SEVERI) e i valori che il primo può 
assumere nel caso classico delle curve ellittishe e nel caso delle curve di genere 
2, trattato a fondo dal Rosati [loc. cit. (7) b) e c)]. 

(7) G. Scorza, a) Sulle funzioni iperellittiche singolari [Rendiconti della R. Acca- 
demia dei Lincei, serie 52, vol. XXIII (2° semestre 1914), pp. 566-572]; b) Sugli 
integrali abeliani riducibili, Note I e II [ibid., serie 52, vol. XXIV (1° semestre 1915), 
pp. 412-418; e pp. 645-654]; c) Le varietà algebriche con indice di singo larità mas- 
simo, Note I e II [ibid., serie 5a, vol. XXIV (2° semestre 1915), pp. 279-284 e 
pp. 333-338]; d) Sugli integrali abeliani riducibiti [ibia., serie 58, vol. XXI V (2° seme” 
stre 1915), pp. 393-400]; e) Sulle varietà algebriche con sistemi regolari isolati di in- 
tegrali riducibili [ibid., serie 58, vol. XXIV (2° semestre 1915), pp. 445-453]; 
J) Sulle varietà algebriche con infiniti sistemi regolari di integrali riducib ili [ibid., se- 
rie 5a, vol, XXIV (2° semestre 1915), pp. 603-610]; g) Sulle varietà algebriche con 
sistemi regolari di integrali riducibili [ibid., serie 52, vol. XXV (1° semestre 1916), 
pp. 289-296]; h) Il teorema fondamentale per le funzioni abeliane singolari [Memorie 
di Matematica e di Fisica della Società Italiana delle Scienze, detta dei XL, se- 
rie 38, t. XIX (1916), pp. 139-183]. 

C. Rosati, a) Sugli integrali abeliani riducibili [Atti della R. Accademia delle 
Scienze di Torino, vol. L., (1914-1915), pp. 685-694]; b) Sulle corrispondenze fra i 
punti di una curva algebrica e in particolare fra i punti di una curva di genere due 
[Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 58, vol. XXIV (2° semestre 1915), 
pp. 182-184]; 0) Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica e in partico- 
lare fra i punti di una curva di genere due [Annali di Matematica pura ed appli- 
cata, serie 38, vol. XXV (1915), pp. 1-32]; d) Sulle corrispondenze plurivalenti fra 
i punti di una curva algebrica [Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, 


vol. LI (1915-1916), pp. 991-1014]. 
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una volta che l’algebra delle sostituzioni lineari equivale alla geo- 
metria proiettiva (ordinaria o iperspaziale), si affaccia spontanea l’idea 
di sostituire all’insieme delle forme di RIEMANN di una matrice un 
insieme di reciprocità o, in particolare, di sistemi nulli. 

Di qua una rappresentazione geometrica delle matrici rieman- 
niane mediante imagini, e l’introduzione di quelle che chiamo reci- 
procità, omografie o sistemi nulli riemanniani di codeste matrici. Con 
ciò oltre a guadagnare una visione limpida e netta dei problemi che 
si trattano, che è un vantaggio di ordine estetico e di ordine pra- 
tico non disprezzabile, si soddisfa anche all’esigenza teorica di non 
trattare con metodi aritmetici questioni che, in sostanza, sono di 
geometria proiettiva. 

E in talune di queste il carattere proiettivo è così spiccato, e la 
convenienza di passare dal discontinuo al continuo è tanto manifesta, 
che ho ereduto di non dovermi limitare alle sole reciprocità od omo- 
grafie riemanniane, ma di introdurre quelle che chiamo semplice- 
mente reciprocità od omografie di una matrice di RIEMANN ; le quali 
ultime sono tutti gli elementi delle totalità lineari determinate dalle 
prime. 

Questa osservazione mi si era presentata già da qualche tempo (8) 
e ne avevo tratto partito fin dal settembre dell’anno scorso per ri- 
solvere alcune questioni che qui si trovano discusse per via diversa 
e più rapida (°); ma poi, e per la constatazione del fatto che in quei 
casgi conveniva meglio non valersene e perchè attratto da altre ri- 
cerche, avevo finito per lasciarla cadere. 

Anche qui essa non è introdotta che tardi, per il desiderio di 
ordine, diremmo quasi didattico, di sfruttare prima, nel modo più 
possibilmente completo, i mezzi più elementari e più semplici; ma 
sulla sua fecondità non credo che sia ancora il caso di nutrir dubbi. 


(8) Scorza, loc. oit. (7) h), n? 59, 

(?) Di ciò è lato cenno al luogo citato in (8) Si trattava della classifica= 
zione che qui è data al n° 56 (Parte I2); della proposizione sulle varietà alge- 
briche con integrali ellittici che qui si trova al n° 54 (Parte Ia) e della questione 
delle lacune per l’indice di singolarità. Particolarmente per quest'ultima l'antica 
via si rivelò disadatta; mi bastò passare dal caso del genere 3 a quello del ge- 
nere 4, perchè essa si mauifestasse, almeno a primo aspetto, impraticabile. Un’al- 
Insione a quell’antica via si trova anche nella prefazione della mia Nota: La 
varietà di VERONESE e le forme quadratiche definite [Rendiconto della R. Accademia 
delle Scienze Fisiche e Matematiche di Napoli, serie 3a, vol. XXI (1915), pp. 
297-305]. 
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Per essa, infatti, il problema della determinazione di tutti i 
possibili tipi, ad es., di corpi di funzioni abeliane a p variabili in- 
dipendenti viene a dipendere, in ultima analisi, dalla determinazione 
degli spazi lineari di un Spr; che da una determinata trasforma- 
zione cremoniana di punti in iperpiani, ivi stabilita, sono mutati in 
stelle di iperpiani ! 

Per ragioni di brevità e perchè voglio aspettare di aver fissata 
meglio la teoria in cui esso si inquadra — la teoria degli pseudo- 
assi di una matrice riemanniana — io non mi fermo qui ad utiliz- 
zare il teorema, cui or ora è stato alluso, se non per alcune delle 
sue prime conseguenze; ma esso è certo suscettibile di approfondi- 
menti più notevoli, e sembra che, almeno per i più bassi valori del 
genere, possa essere applicato con successo alla classificazione delle 
matrici riemanniane. 

È quanto in parte mi propongo di fare in un prossimo lavoro 
che sarà dedicato al caso del genere 3. 


* 
* * 


Poichè i risultati della prima parte di questa Memoria, all’in- 
fuori di quelli del $ 12, sono stati già annunziati in una recente 
Nota preventiva accolta nei Rendiconti dei Lincei (1°), o sono già ap- 
parsi altrove per disteso e qui sono soltanto rimaneggiati e rias- 
sunti (!'), non credo necessario diffondermi minutamente su di essi; 
basti aver chiarito lo scopo che si propongono e lo spirito che li 
informa. Mi permetterò soltanto di richiamare l’attenzione del lettore 
sui $$ 6, 7,..., 11 che contengono lo studio delle matrici impure 
(cioè, ad es., delle classi di integrali abeliani con sistemi regolari 
di integrali riducibili) e sul già nominato $ 12; in quelli, tutti i 
teoremi già noti di PIcARD, PoINCARÉ, BoLza, DE FRANCHIS e 
SEVERI (!*) vengono inquadrati con quelli nuovi in una teoria che 


(10) Sorza, loo. cit. (7) g). 

GN Scorza, loo. cit. 7), b), c), d), e), f) 

(12) É. PICARD, a) Sur Vintégration algébrique d’une 6quation analogue à Véqua- 
tion EULER [Comptes rendns hebdomadaires des séances de l’Académie des 
Sciences (Paris), t. XCII (1er semestre 1881), pp. 506-509]; b) Sur quelques exem- 
ples de réduction d’intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques [ibid., t. XCIII 
(2e semestre 1881), pp. 1126-1128]; c) Sur la réduction du nombre des pèriodes des 
intégrales abéliennes, et, en particulier, dans le cas des courbes du second genre [Bul- 
letin de la Société mathématique de France, t. XI (1883), pag. 25-58]. 


134 GAETANO SCORZA 


la semplicità e l’armonia delle linee generali rendono degna, mi 
sembra, di considerazione; e in questo si fa vedere come le idee 
direttive dello studio delle matrici impure possano essere utilizzate 
anche per le matrici pure, e quindi esso fornisce teoremi validi in 
senso assolutamente generale. 


La seconda parte della Memoria applica i concetti e le propo- 
sizioni della prima allo studio del gruppo delle trasformazioni bira- 
zionali di una superficie iperellittica (18) in sè. 

Quest’'argomento ha già formato oggetto degli ultimi capitoli 
di una delle Memorie dianzi citate dello HUMBERT; ma era neces- 
sario tornare a considerarlo ex novo, perchè la trattazione dello 
HUMBERT si limita notoriamente a studiare soltanto quelle super- 
ficie iperellitiche che oggi si dicono jacobiane o che rappresentano le 
coppie di punti di due curve ellittiche; e del resto, anche in questo 
campo più ristretto essa è frammentaria, lacunosa e inadatta alle 


H. PoINcaRÈ, a) Sur la réduction des intégrales abéliennes [Comptes rendus 
hebdomadaires des séances de l’Académie des Sciences (Paris), t. XCIX (2° se- 
mestre 1884), pp. 853-855]; b) Sur la réduction des intégrales abéliennes [ibid., t. 
CII (1er semestre 1886), pp. 915-916]; c) Sur les fonctions abéliennes [American 
Journal of Mathematics, t. VIII (1886), pp. 289-342]. 

O. BoLza, Uber die Reduction hyperelliptischer Integrale erster Ordnung und 
ersier Gattung auf elliptische, insbesondere über die Reduction durch eine Transforma- 
tion vierten Grades, (Inaug-Diss., Göttingen, 1886). Il risultato cui si allude nel 
testo si trova anche in A. KrAZER, Lehrbuch der Thetafunktionen (Tenbner, Leipzig, 
1903), pag. 489. 

M. Du FRANCHIS, Le varietà algebriche con infiniti integrali ellittici [Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo, t. XXXVIII (2° semestre 1914), pag. 192], 

F. SEVERI, Sugli integrali abeliani riducibili, Note I e II [Rendiconti della R, 
Accademia dei Lincei, serie 58, vol. XXIII (1° semestre 1914), pp. 581-587 e 
pp. 641-651]. 

(43) Chiamo semplicemente superficie iperellitica ciò ohe, secondo una nomen- 
clatura introdotta da ENRIQUES e SEVERI, dovrebbe dirsi superficie iperellittica 
di rango 1. Faccio questo per brevità di discorso, ma mi sembra del resto ohe 
non convenga chiamare superficie iperellittica ogni superficie rappresentabile 
parametricamente per funzioni abeliane a due variabili, una volta che nessuno 
chiama curva ellittica qualsiasi curva rappresentabile parametricamente per fuan- 
zioni ellittiche. 

E lo stesso dicasi per quelle che chiamo semplicemente varietà abeliane, 
anzi che varietà abeliane di rango 1. 
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applicazioni (14). Dei numerosi aspetti che possono esser presentati 
dal gruppo delle trasformazioni birazionali in sè di una di quelle 
superficie, che sia singolare, tre soltanto, insomma, sono stati stu- 
diati a fondo dallo HUMBERT. 

Comunque sia di ciò, Paver ripreso quel problema non è stato 
inutile; ne è venuto fuori uno studio che mentre illustra e pone 
in rilievo la fecondità e l’importanza della teoria generale, presenta 
di per sè stesso un interesse non piccolo. 

Distinte le superficie iperellittiche in nove tipi diversi, secondo 
una classificazione che, in sostanza, è dovuta al ROSATI (t5), assegno 
tipo per tipo le proprietà fondamentali del relativo gruppo di 
trasformazioni. 

In ordine a teoremi generali esso consta sempre di schiere 00° 
di trasformazioni; ma il numero di codeste schiere è finito solo per 
quattro dei nove tipi e allora esso non può essere che: 


SA (i a 


Negli altri cinque casi è infinito e la struttura del loro insieme 
è, a volta a volta, minutamente studiata. 

Notevole in tutto questo il rilievo che vengono ad assumere 
alcune superficie iperellittiche particolari, e precisamente, quelle che 
chiamo di JACOBI-HUMBERT e JACOBI-BOLZA (t8), cioè le superficie 
jacobiane collegate ai radicali quadratici 


Va +1, Va wt +1); 


(144) Si pensi, ad es., che nessun aiuto essenziale hanno potuto trarre da 
questa parte delle Memorie dello HUMBERT, ENRIQUES e SEVERI, BAGNERA © 
Dr FrancH1s nei loro classici lavori sulle superticie rappresentabili parametri- 
camente per funzioni abeliane a due argomenti; mentre se la trattazione delle 
HUMBERT fosse stata completa essa avrebbe di molto agevolato le loro ricerche. 

(15) ROSATI, loo. cit. 7) b) e c). La elassificazione del Rosati riguarda vera- 
mente le curve di genere 2, cioè le superficie jacobiane; ma poichè è fatta in 
base a criteri invarianti rispetto alla relazione di isomorfismo essa ha valore per 
tutte le superficie iperellittiohe. 

(4) Veramente lo superficie jacobiane con trasformazioni birazionali in sò 
periodiche e che mutino in sè il sistema delle funzioni © sono state enumerate 
tntte dal Borza {O. BoLza, On binary sextics with linear transformations into them- 
selves [American Journal of Mathematics, vol. 10 (1888), pp. 47-70]|; ma mi è 
parso, legando a una di esse il nome di HUMBERT di rendere più spiccata la 
distinzione e nel tempo stesso di rendere un doveroso omaggio a chi per il primo 
ne ha studiato il grappo completo delle trasformazioni birazionali in sè. 
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quelle che chiamo superficie iperellittiche armoniche o equianarmo- 
niche, cioè le varietà delle coppie di punti di due curve ellittiche 
entrambe armoniche o entrambe equianarmoniche, e infine quella 
che rappresenta le coppie di punti di due curve ellittiche di cui 
una è armonica e l’altra equianarmonica. 

In particolare quest’ultima è appunto la sola superficie iperel- 
littica che sia dotata di un numero finito di schiere oo? di trasforma- 
zioni e che ne possegga precisamente 24, 

Notevole anche il fatto che qui per la prima volta viene deter- 
minata, caso per caso, in modo preciso la natura aritmetica dei 
moltiplicatori di una sostituzione lineare sui parametri atta a de- 
terminare una trasformazione birazionale sopra una superficie ipe- 
rellittica di cui sia assegnata la rappresentazione parametrica; con 
che viene ad aversi per le varietà abeliane a due dimensioni un 
insieme di risultati che è l’analogo per questa teoria di quello che 
nella teoria delle curve ellittiche è immediata conseguenza di un 
classico teorema di ABEL, 


Un’ ultima avvertenza. 

Come è stato detto, gli studi della prima parte si riferiscono 
tutti alle matrici riemanniane astrattamente considerate; quindi essi 
possono ricevere, in generale (17), altrettante interpretazioni concrete 
per quante sono le teorie analitiche o geometriche cui più sopra è 
stato alluso. Per non andar troppo in lungo, nel testo, io non mi 
fermo affatto su ciò; solo vi dedico qua e là qualche nota a piè 
di pagina, quando mi è parso che la chiarezza dell’esposizione o 
l interesse delle cose lo richiedessero (8). E così dedico pure qual- 
cuna di queste note, nella seconda parte, al raffronto delle mie 
considerazioni con talune di quelle dello HUMBERT; dal che riesce 
sviscerato e illuminato il senso intimo di quest’ ultime. 


(1) Diciamo «in generale» perchè, ad es., per ragioni ben note, i teoremi 
di esistenza non possono essere senz’altro applicati al caso delle curve, 

(18) La traduzione dei teoremi astratti in teoremi riguardanti le curve alge- 
briche esige che si tenga presente la bella interpretazione geometrica della teoria 
Hurwitziana delle corrispondenze dovuta al Rosati [loc. cit. 7), b) e 0)]; e quella 
in teoremi relativi alle varietà algebriche con sistemi regolari di integrali ridn- 
cibili si compie in base a una osservazione che si trova in una delle mie Note 
già ricordate [loe. cit. 7), b), Nota I, n° 5 e 6]. 
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PARTE PRIMA 


LE MATRICI DI RIEMANN 


$ 1. 


DEFINIZIONI PRELIMINARI. 
1. Una matrice, a p righe e q colonne, 


B = | Mja y 2, Hja | =1,2,.-,2) 


si dirà dedotta mediante un’operazione A , o mediante un’operazione 
B dalla matrice dello stesso tipo 


pese | 451, Bj2,-- gla 


secondo che si ha 


li..p 
Mi = 2 Àja Ml, U= IL, 2, p pi r= 1, 2, 0 ptio 


con 
CAES 


oppure 


; 1...9 
Bj = È hrs js 3 
8 


le k,s essendo numeri razionali, ed essendo inoltre 


LAETI 


Così, ad es., il cambiare in una matrice l’ordine delle righe o 
il moltiplicare gli elementi di una stessa riga per uno stesso nu- 
mero non nullo equivale ad applicare ad essa un’operazione A; e 
il cambiare l’ordine delle colonne o il moltiplicare gli elementi di 
una colonna per uno stesso numero razionale non nullo equivale ad 
applicare un'operazione B. 

Se la matrice u’ è dedotta dalla matrice u mediante un’opera. 
zione A o B, anche u è deducibile da u’ con un’operazione A o 
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B; e l’applicazione successiva a una matrice di due o più operazioni 
A (o B) equivale all’applicazione di una sola operazione A (o B) 
prodotto di quelle. 

Cosicchè, se diciamo îsomorfe due matrici quando una sia de- 
ducibile dall’altra mediante operazioni A e B, la relazione di iso- 
morfismo così stabilita risulta riflessiva, simmetrica e transitiva (19). 


2. Un'operazione B si dirà intera, se per essa le %,, sono nu- 
meri interi; e se è intera si dirà poi unimodulare o modulare, se- 
condo che per essa si ha: 


Meet oppure (i. 


Due matrici si diranno equivalenti quando una può esser dedotta 
dall’altra ricorrendo soltanto ad operazioni A e ad operazioni B 
unimodulari. 

Matrici equivalenti sono anche isomorfe, ma non viceversa, 

La relazione di equivalenza è poi, come quella di isomorfismo, 
riflessiva, simmetrica e transitiva. 


3. Siano ora date due matrici u e 4’, aventi rispettivamente p 
e p' righe e q e g' colonne: 


F= f i = drag è 
= | 14,19 145,209 Bialy B = | Min Mys Hha) (51,233 1=1,2,...,99). 
Allora una forma bilineare a coeficienti razionali 

L a E 

> È Qrs®rYs 

r 8 
nelle due serie di variabili 

up go e Uri. vo 000) Eh 


si dirà una loro forma simultanea di RIEMANN, se si ha, per 
pedi pal fa IL, Woo Ii 


1...9 1...9 ; 
> I Ors hjr hs =0. 
r 8 


(19) Restringiamo dunque ulteriormente, per ragioni di opportunità manife- 
statesi con lo sviluppo della teoria, il significato di questa parola introdotta per 
la prima volta (e soltanto per le matrici riemanniane) nella nostra Nota citata 
in (?) f), e poi ristretto già nella Nota citata in (?) g). 


LD n n _———- — =" ee nti PP e 
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Combinando linearmente ed omogeneamente secondo numeri 
razionali forme simultanee di RIEMANN di due matrici, si ottengono 
ancora forme sì fatte; in base a ciò, diremo che 4 è il carattere 
simultaneo di due matrici, se 4 è il massimo numero di forme li- 
nearmente indipendenti che possono esser scelte tra le loro forme 
simultanee di RIEMANN. 

Se 4>0, le due matrici si diranno vincolate; se A= 0, cioè 
se le due matrici non ammettono alcuna forma simultanea rieman- 
niana non identicamente nulla, le matrici si diranno non vincolate. 


4. La definizione precedente non esclude che le matrici y e w 
possano coincidere; ove questo avvenga e ove non occorra conside- 
rarle come distinte, ogni loro forma simultanea di RIEMANN si dirà 
una forma di RIEMANN di una qualunque di esse. 


5. Sia 


E | Dito Vj,25 0003 Wj2p | (j = 1, PA p) 


una matrice a p righe e 2p colonne, e pongasi 
cioe... 4055 
QP = P tig (i=V— 1, ë e qr reali), 


le å essendo numeri reali o complessi, non tutti nulli, ma del resto 
qualunque. 

Allora si dirà che w è una matrice riemanniana o di RIEMANN 
di genere p, se esiste per essa una forma di RIEMANN alternata 


1...2p 
(1) 3 Ora Tr Ys (Map + Car = 0) , 
r,8 
Sì che si abbia 
1...2p 
(2) RA = F ont + 0 


per ognuno dei sistemi di valori non tutti nulli delle 4. 

Notisi che, per definizione, l’intero p è > 1. 

La (2) esclude che la forma (1) possa essere identicamente nulla, 
anzi porta, come vedremo, che il suo determinante |c,,| è diverso 
da zero; ed essa esclude pure, che essendo non tutte nulle le 7, 
possano esser tutte nulle, per r = 1, 2,..., 2p, le QP o le & ole yi. 


OoOo Ã< o o- ——r— _——_rrrrrr—r -_-—_oror°__'touencd:'i-nc@bo sso. l S 
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Da quest’ultima osservazione segue che: 

La caratteristica di una matrice riemanniana eguaglia il suo 
genere ; 

e che: 

Gli elementi di una qualunque combinazione lineare omogenea se- 
condo numeri non tutti nulli delle righe di una matrice riemanniana 
non possono essere nè tutti reali, nè tutti imaginari puri ; cosicchè, in 
particolare, non possono essere nemmeno tutti nulli. 

Se la matrice w di cui sopra si discorre, è una matrice rieman- 
niana, una sua forma di RIEMANN alternata (1), che soddisfaccia 
rispetto ad essa alla condizione (2), si dirà una sua forma rieman- 
niana (alternata) principale. 

A questo proposito si osservi che dall’essere R® + 0 per ogni 
sistema di valori non tutti nulli delle å, segue che per questi stessi 
sistemi di valori è sempre R® > 0 o sempre RAC 0; anzi, di que- 
ste due alternative si può far verificare quella che si vuole, cam- 
biando, ove occorra, i segni di tutte le Crs. 


6. Il carattere simultaneo A di una matrice riemanniana e sè 
stessa è, per definizione, non inferiore ad 1. Ebbene, posto 


A=hk+1 


per modo che sarà h => 0 , diremo che h è Vindice di moltiplicabilità 
di w. 

Invece diremo che k è V’indice di singolarità della matrice rie- 
manniana w, se XK +1 è il massimo numero delle sue forme rie- 
manniane alternate linearmente indipendenti. 

Come è chiaro, si ha in ogni caso 


0 UE 


Una matrice riemanniana si dice poi singolare o non singolare 
secondo che per essa si ha k > 0 oppure k=0. 


7. Se le due matrici u’ e v’ sono rispettivamente isomorte alle 
due matrici u e v, Il carattere simultaneo di w’ e v’ eguaglia quello 
di u e v; e se la matrice w' è isomorfa alla matrice riemanniana 
w, anche œ è riemanniana ed ha per indici di singolarità e molti- 
plicabilità quelli di œ. In altri termini: 

Le mozioni di carattere simultaneo di due matrici, di matrice 
riemanniana e di indici di singolarità e moltiplicabilità di una tal 
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matrice sono ‘invarianti di fronte alla relazione di isomorfismo (in 
particolare, di equivalenza) ; 

nella quale osservazione è implicita naturalmente l’altra, che lo 
stesso vale per la proprietà di una forma riemanniana alternata di 
una matrice di RIEMANN espressa col dire che essa è una forma 
principale. 

A questo proposito è opportuno, poi, osservare che se le ma- 
trici w e »° provengono da u e y mediante sole operazioni A, le 
forme riemanniane simultanee di u’ e »° coincidono con quelle di 
4 e v; e se 4 e pu’ sono, insieme, riemanniane, lo stesso accade per 
le loro forme di RIEMANN principali (2°). 


(2°) Ad ogni varietà algebrica dotata di integrali semplici di 12 specie 
(curva algebrica non razionale, o varietà algebrica superficialmente irregolare), 
ad ogni corpo di funzioni abeliane, ad ogni sistema regolare [denominazione in- 
trodotta dal Severi, loc. oit.(4)] di integrali abeliani riducibili è legata una 
matrice riemanniana o meglio una classe di matrici riemanniane equivalenti ; 
quindi la maggior parte della nomenclatura introdotta per le matrici riemanniane 
può essere opportunamente estesa a ciascuno di quegli enti. In particolare si 
avrà per ciascuno di essi un indice di singolarità e un indice di moltipli- 
cabilità. 

A questo proposito giova fissare fin da ora le seguenti osservazioni, sebbene 
alcune di esse discendano da considerazioni che saranno fatte soltanto più tardi : 

1) Una funzione abeliana è o non è a moltiplicazione complessa, secondo che il 
suo indice di moltiplicabilità (donde la denominazione) è positivo o nullo ; 

2) Il numero base delle corrispondenze algebriche intercedenti fra due curve al- 
gebriche non razionali (distinte o no) eguaglia il loro carattere simultaneo ; quindi: 

3) Le corrispondenze algebriche intercedenti fra curve algebriche non razionali, 
distinte e non vincolate sono tutte a valenza zero ; 

4) L’indice di singolarità di una curva algebrica non razionale, ove sia aumentato 
di 1, dà il numero base delle corrispondenze simmetriche appartenenti alla curva ; 

5) Se due varietà abeliane appartengono a tabelle di periodi isomorfe ognuna 
delle due è birazionalmente identica a una involuzione segnata sull’alira. E se le ta- 
belle sono equivalenti, le varietà sono addirittura birazionalmente identiche ; 

6) Condizione necessaria e sufficiente perchè due curve di genere p > 0 siano bi- 
razionalmente identiche, è che siano equivalenti le tabelle dei periodi di due loro qua- 
lunque sistemi di p integrali di 1% specie linearmente indipendenti. 

Notisi espressamente che secondo la nomenclatura adottata una curva al- 
gebrioa (non razionale) possiede o no corrispondenze prive di valenza secondo 
che è positivo o nullo il suo iudice di moltiplicabilità; mentre è singolare solo 
quando possegga corrispondenze simmetriche prive di valenza. 

Notisi ancora che il teorema (6) discende subito da una bella proposizione 
del compianto Dr. R. TORELLI. Veggasi R. TorELLI, Sulle varietà di JacOBI, Nota 
I [Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, serie 5%, vol. XXII, 2° semestre 
1913, pp. 98-103], n? 7. 
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8. Due matrici si diranno coniugate se Puna si ottiene dall’altra 
cambiando ogni elemento di questa nel corrispondente numero com- 
plesso coniugato, 

Se due matrici hanno per carattere simultaneo 4,4 è pure il 
carattere simultaneo delle matrici ad esse rispettivamente coniugate ; 
e le forme riemanniane simultanee di quelle coincidono con le forme 
analoghe di queste. 

Se due matrici sono coniugate e una di esse è una matrice 
riemanniana, tale è anche l’altra e le forme riemanniane principali 
dell’una sono tali anche per l’altra. 

A proposito di quest’ultima asserzione si badi che, se si con- 
sidera una determinata forma riemanniana principale comune alle 
due matrici e si costruiscono le due espressioni R) corrispondenti 
nel senso del n° 5 alla forma e alle due matrici, queste due espres- 
sioni R® risultano entrambe di segno costante; ma se, fissati i se- 
gni dei coefficienti di una forma, l’una è sempre positiva, l’altra è 
sempre negativa. 


$2. 


IMAGINI, RECIPROCITÀ ED OMOGRAFIE DI RIEMANN 
DI UNA MATRICE RIEMANNIANA. 


9. Le definizioni del paragrafo precedente e le proprietà che 
saranno esaminate in questo e nei successivi guadagnano di chiarezza 
e di rilievo, ove siano accompagnate da una rappresentazione geo- 
metrica, che si è rivelata utile e feconda in questo genere di studi. 

Consideriamo una matrice riemanniana œw di genere p. 

Poichè gli elementi di una sua riga non possono essere mai 
tutti nulli (n° 5), la loro successione potrà riguardarsi come quella 
delle coordinate proiettive omogenee di un punto in uno spazio li- 
neare S a 2p — 1 dimensioni. In tal modo ad ogni riga della ma- 
trice viene a corrispondere un punto di X. 

Lo spazio t di 2 che congiunge codesti punti si dirà Vimmagine 
di w nello spazio rappresentativo Æ e rispetto al sistema di coordi- 
nate proiettive omogenee ivi fissato; 0, brevemente, quando non vi 
sia possibilità di equivoci, l’imagine di w. 

Valendosi del sistema di coordinate fissato in £ si possono 
distinguere i suoi punti, le sue rette,... in reali o imaginari, ra- 
zionali o irrazionali; allora, in base alle osservazioni del n° 5 pos- 
siamo asserire che: 
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a) Lo spazio t è della dimensione p — 1 e non contiene alcun 
punto reale. 

Ciò porta che 7 è indipendente dallo spazio imaginario coniugato 
T; ; e quindi: 

b) Lo spazio t (0 t) non è neppure contenuto in alcun iperpiano 
reale. 

Di qua segue, in particolare, che : 

c) Gli elementi di una colonna di una matrice riemanniana non 
possono essere mat tutti nulli. 

Lo spazio T, che è l’imagine della matrice œ coniugata ad w, 
si dirà imagine coniugata di œ (cosicchè 7 è l’imagine coniugata 
di œ); e quando non occorra far distinzioni, t e 7 si diranno, in- 
sieme, le imagini di w. 

Notisi che, fissato lo spazio rappresentativo e in esso il sistema 
di coordinate: 

Le matrici di RIRMANN che hanno la stessa imagine di una data 
sono tutte e sole quelle che si deducono da essa mediante operazioni 
A. Invece le imagini delle matrici riemanniane provenienti da una 
data mediante operazioni B sono tutti e soli gli spazi che si deducono 
dall’imagine di questa mediante le trasformazioni omografiche razio- 
nali (21) e non degeneri dello spazio ambiente. 


10. Si eguagli a zero una forma di RIEMANN di una matrice 
riemanniana e si interpretino le sue due serie di variabili come 
coordinate di due punti nello spazio rappresentativo della matrice. 
Si ottiene un’equazione che rappresenta in questo spazio una reci- 
procità razionale rispetto a cui sono coniugati a due a due tutti i 
punti di ciascuna imagine della matrice. 

Per esprimere questo fatto diremo che la reciprocità muta in 
sè ciascuna delle due imagini (concepita, una volta, come luogo di 
punti e, un’altra, come inviluppo di iperpiani), sebbene ciò non sia 
del tutto esatto se non quando la reciprocità sia non degenere. 

A questo proposito non sarà inutile osservare che, per quanto 
risulterà tra poco, questa condizione è certo soddisfatta se la forma 
di RIEMANN da cui si è partiti è una forma di RIEMANN generica 
della matrice. 

La considerazione fatta è invertibile, e quindi : 


(8!) Il significato di questa frase e delle analoghe che seguono più tardi è 
chiaro per sè ed è noto. Veggansi del resto i lavori miei e del Rosati oit. in (7). 
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Se gli indici di moltiplicabilità e singolarità di una matrice rie- 
manniana sono h e k, nello spazio rappresentativo della matrice esi- 
stono, rispettivamente, h+ 1 e K +1, e non più, reciprocità razionali 
e sistemi nulli razionali, linearmente indipendenti, che trasformano in 
sè ciascuna delle sue due imagini (*2). 

Di qua segue, se p è il genere della matrice 


oZk<p—-1, 


0Zk<hi<z2p—-1. 


Notisi che per p = 1 (nel qual caso la matrice si dirà ellittica) 
risulta k= 0 e 0<Zh<1; e si ba 4=0 od &4=1, secondo che 
nello spazio rappresentativo, che è adesso una retta, non esiste o 
esiste una proiettività razionale non identica avente per punti uniti 
i punti imagini della matrice. Cosicchè: 

Una matrice riemanniana ellittica è certo non singolare, ed ha 
l’indice di moltiplicabilità 0 o 1, secondo che il rapporto dei suoi 
elementi (necessariamente imaginario) è o no radice di un’equazione 
quadratica a coefficienti interi. 

Le reciprocità razionali e i sistemi nulli (0, se p > 1, i relativi 
complessi lineari) razionali qui considerati si diranno reciprecità, 
sistemi nulli (complessi lineari) di RIEMANN della matrice. Essi sono 
individuati, appena siano fissate le imagini della matrice. 

Un sistema nullo (e, se p > 1, il relativo complesso lineare) di 
RIEMANN della matrice si dirà poi principale, se tale è la corrispon- 
dente forma di RIEMANN da cui proviene. 


(22) La differenza A — k dei due caratteri k e k di una matrice riemanniana 
è il numero delle sue reciprocità di RIEMANN linearmente indipendenti che si 
riducono a polarità. Per convincersene basta osservare che se in nn $, si associa 
ad ogni reciprocità la propria inversa, concepite entrambe come connessi di 
punti, resta stabilita nella totalità lineare delle reciprocità di S$- una omografia 
involutoria i cui elementi uniti sono le polarità e i sistemi nulli; e poi tener 
conto del fatto che l’inversa di una reciprocità di RIEMANN di una matrice rie- 
manniana è ancora una sua reciprocità di RIEMANN. 

Le quadriche fondamentali di quelle polarità sono le quadriche degli ele- 
menti incidenti delle reciprocità di RIEMANN della matrice che non si riducono 
a sistemi nulli. 

Notevole è il significato geometrico della differenza k — k per il caso di 
una curva algebrica. Esso risulta dalle ricerche del Rosati ed è espresso da ciò 
che per una curva la differenza h — k è il numero base delle corrispondenze che 
il Rosati chiama emisimmetriche. 


a a t s d ——————_—_——_ - — a, _—— 
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11. In un $pp_; si considerino due $,_; indipendenti « e a’ e 
si scriva l'equazione della più generale reciprocità rispetto a cui 
ciascun punto di x (di x’) è coniugato ad ogni punto di « (di &'), 
assumendo « e a’ come due spazi opposti della piramide fondamen- 
tale delle coordinate. 

Allora si vede subito che se la reciprocità concepita come ope- 
razione sui punti dello $,,_; è singolare, lo spazio luogo dei suoi 
punti singolari, o, come si dice, il suo primo asse o giace per intero 
in x o x’, o congiunge uno spazio contenuto in x con uno spazio 
contenuto in g’. 

E lo stesso può dirsi per il suo secondo asse, cioè per lo spazio 
(avente la stessa dimensione del primo asse) secondo cui si interse- 
cano gli iperpiani omologhi nella reciprocità ai punti non singolari 
dello spazio ambiente. i 

Di qua si trae che, se una reciprocità reale di un $9,_, muta 
in sè due $,_; imaginari coniugati di specie p, 7 et, la reciprocità 
non può essere degenere se non a patto di avere per assi degli 
S29-1 reali (con 0 < q < p) appoggiati a t e T secondo Sa-1 imagi- 
nari coniugati; e quindi essa non può esser degenere se non di 
specie pari. 

Questa osservazione, congiunta all’altra che una reciprocità 
razionale degenere ha per assi spazi razionali, dà luogo al seguente 
teorema : 

Se una reciprocità di RIEMANN di una matrice riemanniana di 
genere p è degenere, essa è di specie necessariamente pari e ciascuno 
dei suoi due assi è un So9-1 razionale appoggiato secondo S,-; ima- 
ginari coniugati alle due imagini della matrice. 

Notisi che se la reciprocità in discorso non è totalmente inde- 
terminata deve essere 0 <q <p e quindi p > 1; e che se essa è 
un sistema nullo i suoi due assi coincidono. 


12. Si riprendano per un momento le notazioni del n° 5, sup- 
ponendo che la matrice w di cui ivi si tratta sia riemanniana e del 
genere p > 1. 

Allora le g ivi considerate, per r= 1,2,..., 2p, non sono 
altra cosa che le coordinate di un punto dell’imagine di w, e le 
4 e le qe sono le coordinate di due punti reali distinti della retta 
reale che congiunge quel punto con imaginario coniugato, appar- 
tenente all’imagine coniugata di w. Ma allora la diseguaglianza (2) 
esprime che il complesso lineare riemanniano principale della ma- 


10 
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trice, rappresentato dall’equazione 


1...2p 
È Cre 8r Ys = 0 
r,8 


non contiene alcuna retta reale appoggiata alle due imagini di œw. 

Di qua segue: 

Condizione necessaria e sufficiente, perchè un complesso lineare di 
RIEMANN di una matrice riemanniana di genere p > 1 sia principale, 
è che nessuna delle rette reali appoggiate alle due imagini appartenga 
ad esso (23). 

Ora un complesso lineare singolare contiene tutte le rette ap- 
poggiate (o, in particolare appartenenti) al suo asse, dunque, per 
l'osservazione ora fatta e per quel che è stato detto nel n° prece- 
dente : 

Un complesso lineare di RIEMANN principale di una matrice rie- 
manniana di genere p>1 non è certo singolare. 

Abbiamo eccettuato il caso p = 1, perchè allora non può par- 
larsi di complessi lineari di RIEMANN, ma anche per p = 1 vale che: 

Un sistema nullo riemanniano principale di una matrice di R1E- 
MANN è certo non singolare. 

Segue, com’era stato preannunziato (n° 10), che : 

Il sistema nullo riemanniano generico e, a fortiori, la reciprocità 
riemanniana generica di una matrice di RIEMANN è non singolare. 


13. Due reciprocità di RIEMANN og, © 0, di una matrice rie- 
manniana, concepite come operazioni sui punti dello spazio rappre- 
sentativo, nell'ipotesi che 0, non sia degenere, dànno luogo col loro 
prodotto 0, e! a un’omografia razionale che porta ciascun punto 
dell’imagine (o dell’imagine coniugata) della matrice in un punto 
(indeterminato, o in un punto, dell’imagine stessa; o, come anche 
diremo, sebbene ciò sia esatto solo nel caso che non si tratti di 
un’omografia degenere, che muta in sè l’imagine e l’imagine coniu- 
gata della matrice. 

Viceversa, una tale omografia razionale è sempre ottenibile nel 
modo ora considerato da due convenienti reciprocità riemanniane 
della matrice. 


(23) Questa utile osservazione è dovuta sostanzialmente al Rosati [loc. 
cit. (7), c) n° 8, nota a piè di pagina]. Veggasi a questo proposito l'abile uso che 
il Rosati stesso ne fa nel n° 15 della sua bella Nota citata in (7), d). 
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E infatti sia « l’omografia in discorso e 0, una reciprocità non 
degenere della matrice. 
Posto 


æ Qa = 04 5 


anche ọ,, per l'ipotesi fatta su a, è una reciprocità di RIEMANN 
della matrice; ma si ha 


= 
x = Ld1 02 3 


dunque « è del tipo voluto. 

Un’omografia razionale come « si dirà un’omografia di RIEMANN 
della matrice considerata; e per quanto or ora è stato detto, è 
chiaro che le omografie di RIEMANN di una matrice riemanniana si 
ottengono tutte moltiplicando a destra le sue reciprocità di RIEMANN 
per Pinversa di una di queste fissa e non degenere. 

Ma allora : 

Dire che Vindice di moltiplicabilità di una matrice riemanniana 
è h, equivale a dire che esistono h-4+1 omografie razionali linear- 
mente indipendenti, e non più, dello spazio rappresentativo che mutano 
in se ciascuna immagine della matrice. 

Il gruppo (contenente l’identità e le inverse delle sue opera- 
zioni generiche) costituito dalle omografie di RIEMANN di una ma- 
trice riemanniana si dirà il suo gruppo di moltiplicabilità. Se non 
si riduce a un gruppo identico (cioè se X>0), esso è senz’altro 
un gruppo infinito discontinuo. 

Naturalmente il gruppo di moltiplicabilità di una matrice rie- 
manniana non è fissato se non quando ne siano fissate le imagini. 

Notisi che, per l’osservazione che chiude il n° 12, Vomografia 
riemanniana generica di una matrice di RIEMANN è non degenere. 


14. Ragionando come al n° 10, oppure profittando delle osser- 
vazioni del n° precedente, si vede subito che : 

Se un’omografia di RIEMANN di una matrice riemanniana di 
genere p è singolare, essa è di specie necessariamente pari; inoltre il 
suo primo asse, cioè il luogo dei suoi punti singolari è un So, ra- 
zionale, appoggiato secondo S-1 (imaginari coniugati) alle imagini 
della matrice; e il suo secondo asse, cioè il luogo dei punti in cui 
essa porta i punti dello spazio ambiente che non sono singolari per 
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essa è un Sxp-9-1 razionale, appoggiato secondo Sp-y-; (imaginari 
coniugati) alle imagini stesse (24). 

Naturalmente, se l’omografia in discorso non è del tutto inde- 
terminata, sarà 0<g< p e quindi p> 1 


15. Siano w e ' due matrici di RIEMANN dei generi p e p' 


T , 


e siano Te 7, T e T le coppie delle loro imagini negli spazi 
rappresentativi X e 5’. 

Una considerazione analoga a quella fatta nel n° 10 conduce 
allora a riconoscere, che w e œw sono o non sono vincolate, secondo 
che esiste o no una reciprocità razionale fra £ e 5’, non total- 
mente indeterminata (ma certo degenere se pÆ p’), rispetto a cui 
ciascun punto di 7 (di 7) sia coniugato a ciascun punto di 7 
(di 7). E anzi, se A è il carattere simultaneo di w e œ’, À è il 
massimo numero di reciprocità razionali fra XY e £’ linearmente 
indipendenti per ciascuna delle quali accade che rispetto ad essa 
ciascun punto di 7 (di T) è coniugato a ciascun punto di 7’ (di 7°), 
Di qua segue subito che: 


0ZA4< 2pp'. 


Alle reciprocità razionali di cui qui si discorre daremo il nome 
di reciprocità simultanee di RIEMANN delle matrici œw e œ’. 

Supponiamo, per fissar le idee, p = p’. Allora una reciprocità 
fra Z e Z’, sarà certo degenere se p< p’, potrà esser degenere 
o no se p= p; in ogni caso, chiamato suo primo asse il luogo 
degli eventuali punti singolari di Z e suo secondo asse lo spazio 
secondo cui si intersecano gli iperpiani di >’ omologhi ai punti 
non singolari di Z, basta imitare il ragionamento fatto al n° 10 
per vedere che: 

Se una reciprocità simultanea di RIEMANN delle matrici rieman- 
niane œw e w coi generi p e p' non è del tutto indeterminata ed è 
p< p, il suo primo asse è un Sag; razionale (0 < q < p), appog- 
giato a t e t secondo Sy, (imaginavi coniugati); e il suo secondo 
asse è UN Sy p—p+g)j—i razionale appoggiato a t e T secondo S p'—p+g—] 
(imaginari coniugati): quindi se p< p', il suo primo asse può man- 
care, ma il secondo esiste certo in ogni caso. 


(24) Per il caso delle onrve questo teorema è stato già stabilito dal ROSATI 
[loc. cit. 7) b) e 0)] per via del tutto diversa da quella del testo. 
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Si moltiplichino a destra le reciprocità simultanee di RIEMANN 
di œw e w' per l’inversa di una reciprocità riemanniaua non dege- 
nere della matricc œw; allora risulta subito che: 

Il carattere simultaneo 4 delle matrici w e œw è il massimo numero 
di trasformazioni omografiche razionali linearmente indipendenti dello 
spazio X nello spazio X' che portano i punti di x (di t) in punti di 
t (di v). 

Le omografie razionali che godono della proprietà consiđerata 
in questo enunciato si diranno omografie simultanee di RIEMANN 
delle matrici œ e œw. 

A proposito dei loro assi, la cui definizione è senz'altro mani- 
festa, vale un teorema analogo a quello enunciato più sopra per le 
reciprocità. 


16. Si osservi che: 

Due matrici riemanniane isomorfe sono anche vincolate. 

Infatti se dall'una si passa all’altra con un’operazione A, le 
forme di RIEMANN di una qualunque di esse — fra le quali, per 
ipotesi, ve ne son certo di quelle non identicamente nulle — sono 
nel tempo stesso le loro forme simultanee di RIEMANN; e se dal- 
Puna si passa all’altra con un’operazione B, a questa risponde 
appunto un’omografia simultanea riemanniana (non degenere) delle 
due matrici. 

Viceversa : 

Se due matrici riemanniane dello stesso genere sono vincolate ed 
esiste per esse almeno una (reciprocità, o ciò che fa lo stesso una) 
omografia simultanea di RIEMANN non degenere, le due matrici 
sono isomorfe. 

Infine si noti che: 

Se due matrici riemanniane sono isomorfe, il loro carattere 
simultaneo, diminuito di 1, dà il loro comune indice di moltiplicabilità. 

E invero, per l’ipotesi fatta, il carattere simultaneo delle due 
matrici eguaglia (n° 7) quello di una qualunque delle due e sè 
stessa, 


$ 3. 
LE BASI MINIME PER LE FORME DI RIEMANN INTERE. 
17. Una forma riemanniana simultanea di due matrici (distinte 


o no), che, per limitarci al solo caso per noi interessante, suppor- 
remo senz'altro riemanniane, si dirà intera se i suoi coefficienti sono 
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tutti numeri interi. E ove sia intera, si dirà primitiva, se i suoi 
coefficienti sono anche primi fra di loro. 

Se il carattere simultaneo delle due matrici è 4, esisteranno 
certo per esse À forme riemanniane simultanee intere e linearmente 
indipendenti; se codeste forme sono 


(3) As Ae A 


per ogni altra forma simultanea intera B sussisterà un’identità 
del tipo 


(4) uB = p, A, F ug Ag ++ Aa 


H ® 4,3 4g) +, pz essendo dei numeri interi ed essendo inoltre 
UFO. 

Ebbene vogliamo far vedere che: 

È sempre possibile scegliere le forme (3) in modo che nella (4) 
si possa supporre u = 1, qualunque sia la forma riemanniana simul- 
tanea intera B. 

Considerando i coefficienti di una forma nou identicamente 
nulla come coordinate proiettive omogenee di un punto in uno 
spazio convenientemente esteso, il teorema enunciato, ove sia 4> 0, 
nel qual caso soltanto è significativo, si riduce evidentemente æ 
quest'altro : 

Se in un S, si considera un S;-; razionale, si possono sempre 
scegliere in questo à punti indipendenti a coordinate intere, così che 
le coordinate di ogni altro suo punto razionale, ove siano intere, si 
ottengano combinando linearmente ed omogeneamente secondo gli stessi 
À numeri interi le coordinate omonime di quei À punti indipendenti. 

E questo, considerando lo $,_, come intersezione di r — 4+ 1 
iperpiani razionali indipendenti e scrivendo le equazioni di questi 
iperpiani in modo che tutti i loro coefficienti siano interi, si con- 
verte in una proposizione ben nota sulle soluzioni intere di un 
sistema di equazioni lineari omogenee a coefficienti interi (2). 

Anzi dalla teoria di queste equazioni (25) può dedursi un’osser- 
vazione ulteriore. Può dirsi infatti che : 


(25) Vedi, per es, E. CAHEN, Théorie des nombres [Paris, A. Hermann, 1914], 
pag. 168, n° 191, 
(25) CAHEN, loc. cit. (85), pag. 168 e 169, nì 193 e 194, 
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Nella (4) si può sempre supporre u=1 quando, e solo quando, 
i minori di ordine massimo della matrice formata coi coefficienti delle 
(3) sono numeri primi fra loro; nel qual caso i loro valori assoluti 
non dipendono dalla scelta delle (3). 


18. Quando le (3) sono scelte in modo che nella (4) si può 
sempre supporre u = 1, dopo di che per l’indipendenza delle (3) 
gli interi 4,;3,.., 1 sono fissati appena sia data B, diremo che 
le (3) costituiscono una base minima per le forme riemanniane simul- 
tanee intere delle due matrici cousiderate. 

Allora è chiaro che: 

Le forme di una base minima sono tutte primitive ; 
ed è poi evidente che: e 

Fissata una base minima, le forme riemanniane simultanee pri- 
mitive sì ottengono tutte combinando linearmente ed omogeneamente le 
forme della base minima secondo numeri interi primi fra loro. 

Se le (3) costituiscono una base minima e si pone 


A A, F uj Ag tt. + a da (@= il eo) 


le 4}, essendo numeri interi con 
| Hju | =e 


anche le 
Ai; Ag, Ai 


costituiscono una base minima; e inversamente. Ciò è chiaro per 
sè ed è ben noto. 

D'altro canto si sa pure che si può sempre costruire un de- 
terminante a elementi interi ed eguale a + 1, assegnandosi a pia- 
cere gli elementi, primi fra loro, di una sua riga (o colonna), dunque . 

Ogni forma riemanniana simultanea primitiva di due matrici 
riemanniane fa parte di qualche base minima. 

Naturalmente, in questi ultimi enunciati, è sempre supposto 
che sia 2 > 0, cioè che le due matrici siano vincolate. 


19. Le considerazioni dei ni 17 e 18 valgono anche per le forme 
di RIEMANN, alternate o no, di una matrice riemanniana; in par- 
ticolare, si potrà dunque discorrere di forme riemanniane alternate 
intere di una matrice riemanniana, e tra codeste forme si potrà 
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sempre scegliere una base minima. E lo stesso dicasi per le forme 
di RIEMANN simmetriche di una matrice riemanniana. 


20. Se le 
(5) QC, = Ana Vy + ara Pg +» F arp Lap (r = 1, 2, , 2p') 


sono le equazioni di un’omografia riemanniana simultanea di due 
matrici riemanniane œw e œw dei generi p e p' (o di un’omografia 
riemanniana di œ, se w =w'), si può sempre supporre che le ars 
siano addirittura dei numeri interi; anzi, senza mutar l’omografia, 
si può verificar questa condizione in infinite maniere diverse. 

mM questo modo, all’omografia (5) vengono coordinate infinite 
sostituzioni lineari omogenee a coefficienti interi del tipo 


xi: = 41 £i + 1,2 Lo + "sr + dr 2p X2p 


ognuna delle quali si dirà una sostituzione riemanniana simultanea 
delle matrici œ e w (o una sostituzione riemanniana di w, se w' = w). 

Notisi che, se una tale sostituzione si dice primitiva, quando 
i suoi coefficienti sono interi primi fra loro, tra le infinite sostitu- 
zioni rispondenti a una stessa omografia (5) non del tutto indeter- 
minata, ve ne sono due e due soltanto primitive, i coefficienti del- 
Puna deducendosi da quelli delPaltra mediante un cambiamento di 
segni simultaneo; e che, ognuna di quelle infinite sostituzioni si 
può ottenere da una di queste due moltiplicandone i coefficienti 
per uno stesso numero intero non nullo. 

Ciò posto, è chiaro che anche per.le sostituzioni riemanniane 
simultanee delle due matrici œ e œ’ si può introdurre la nozione 
di base minima. In altri termini, se 4 è il carattere simultaneo di 
w © w', fra le loro sostituzioni riemanniane simultanee se ne pos- 
sono scegliere À tali, che detti 


(1) 
da) 


P pag A (r = 1,2, 2p";8= 1, 2, o 2p) 


7,8 


i coefficienti di quest'ultime, i coefficienti a,, di ogni altra possono 
essere espressi sotto la forma 


4.8 = up sk Ho at?) an i ar Kr al) 


Hais Az 3 +» Ha e8sendo numeri interi, indipendenti da r ed 8. 


H 


3 
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E lo stesso dicasi per le sostituzioni riemanniane di una qual- 
siasi matrice di RIEMANN (27). 


21. Occorre appena avvertire che nel n° precedente la parola 
sostituzione è adoperata in un senso un po’ più ampio dell’ordina- 
rio, poichè p e p' in generale sono diversi, 


$ 4. 


TEOREMI GENERALI SULLE OMOGRAFIE E SOSTITUZIONI 
RIEMANNIANE DI UNA MATRICE DI RIEMANN. 


22. Siano 
(6) ou. @-1% 4 ara ta A lp Cop (= 152, e, 2p) 


le equazioni di un’omografia riemanniana (non del tutto indetermi- 
nata) della matrice di RIEMANN w di genere p. 
Poichè l’omografia muta in sè l’imagine t di œ, posto 


DES], Dj23 > Djp | (GMES), 
dovrà essere, per convenienti valori delle 4, 
(7) hja wir F 4j,2 02, F +0 F 4jp Opr = 

= dr, Wj F ar wj + + 4,29 Oj p3 


dopo di che, le æ, s, essendo (razionali, e quindi) reali, sarà pure: 
(8) ja i,r + Àj2 War + ... + A; Wp,r = 


= dr1 Wj + apo Wj,2 +... + dr,2p dj,2p 3 


ove, al solito, coll’apporre a un numero un soprassegno intendiamo 
indicare il passaggio da quel numero al numero complesso coniugato. 


(27) Vale la pena di osservare che mediante le considerazioni del testo 
resta dimostrata in modo nuovo e più rapido l’esistenza della base minima per 
le corrispondenze (algebriche) situate sopra una curva algebrica non razionale 
o interoedenti fra due tali curve distinte. Da esse, anzi, risulta l’esistenza di 
una base minima anche per le sole corrispondenze simmetriche o per le sole cor- 
rispondenze emisimmetriche. 
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Nello spazio rappresentativo 2 della matrice eseguiamo la tra- 
sformazione di coordinate definita dalla sostituzione lineare omogenea 


w 0, XK 4 op Ip + Dir dpta +e + O Tp; 
il cui modulo, attesa l indipendenza delle imagini 7 e 7 di ©, è, 


come dev'essere, differente da zero. 
Nelle nuove coordinate le equazioni dell’omografia diventeranno: 


| oğ = fia Xi F Mi Xo F e F pa Xo 


0Xp =Ap Xi + Ap Xo F 4 Aop Ap 
(9) ; = £. 
0Xp+ = i1 Xp + + + Ap Xop 
\oXzp = dip Xpti bed lis Xp. 


Di qua ricaviamo subito alcune conseguenze interessanti. 

In primo luogo, nel nuovo sistema di coordinate, t e z sono i 
due spazi opposti della piramide fondamentale rappresentati rispet- 
tivamente dalle equazioni: 


Xp4+1= Xp = «= Xop = 0 e XA,=Ag=.=A=0; 


quindi l’omografia considerata induce in rt e z le omografie che ivi 
sono rappreseutate dalle prime p, o dalle ultime p equazioni (9). 

In altri termini le prime p equazioni (9) sono le equazioni 
dell’omografia indotta su 7 dall’omografia riemanniana (6), quando 
in t si prendano come vertici della piramide fondamentale i punti 
dello spazio rappresentativo corrispondenti alle p righe della ma- 
trice e inoltre si scelga opportunamente il punto unità (?8). 

In secondo luogo, poichè per una sostituzione lineare le radici 
dell'equazione caratteristica di una forma bilineare restano inalte- 


(28) Questa osservazione è continuamente utilizzata nella parte seconda 
della Memoria. 
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rate, posto 
D (o) = | ans — erse |; A (0) = | ha — sjel, 4(0)=|Z1— sjo | 
(r,s = 1, 2, .. , 2p; j, L= 1, 2, ... , p), 


dove le e con indici diversi sono tutte nulle e quelle con indici 
eguali sono tutte eguali a 1, sarà identicamente 


(10) D (o) = 4(0)4 (0). 


Ciò dimostra che : 
L’equazione caratteristica di grado 2p 


D (o)= 0 


della considerata omografia sì spezza in due equazioui a coefficienti 
imaginari coniugati di grado p 


e quindi le sue radici si distribuiscono nei due gruppi imaginari 
coniugati delle radici di quest'ultime (29). 
Segue che: 
Se equazione D(0)= 0 ha delle radici reali, l'ordine di molte- 
plicità di ciascuna di queste è necessariamente pari ; 
e che: 
Se equazione A(0)=0 ammette due radici imaginarie coniugate 
con lo stesso ordine di molteplicità, ciascuna di queste è multipla 
d'ordine (doppio, e quindi) pari per Vequazione D (0) = 0. 
Dall’identità (10) si trae in particolare 


(11) Jan = al l 


(39) Questo teorema, con le sue conseguenze, era noto solo per le omogra- 
fie che più avanti vengon dette principali. Vedi G. FROBENIUS, Uber die princi- 
pale Transformation der Thetafunctionen mehrerer Variabeln [Jonrnal für die reine 
und angewande Mathematik, t. XCV (1883), pp. 264-296]. Si badi per altro che 
la nozione di trasformazione principale introdotta dal FROBENIUS non coincide 
esattamente con quella del testo di sostituzione riemanniana principale. Sol- 
tanto quest’ultima è invariante di fronte alla relazione di isomorfismo. 


N n e np “ N e RR E TT a a 
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e quindi: 
Il modulo di una omografia riemanniana di una qualsiasi ma- 
trice di RIEMANN non può essere mai negativo. 


23. Supponiamo ora che l’omografia considerata non sia singo- 
lare e diciamo g, una radice dell’equazione D(0)= 0 ed a, lo spa- 
zio di punti uniti dell’omografia che ad essa corrisponde. 

La caratteristica del determinante P (0,) eguaglia la somma 
delle caratteristiche di 4(0,) e 4 (0,) (3°), quindi lo spazio a, o giace 
per intero in uno dei due spazi t, T; o è lo spazio congiungente 
due spazi di punti uniti delle omografie indotte dalla data in 7 et. 

Se o, (e quindi «,) è reale, Valternativa che si presenta è certo 
questa seconda e allora a, è a dimensione dispari 29 — 1(0<q<p) 
e si appoggia a t e t secondo Sq-1 (imaginari coniugati). 

Se le radici dell'equazione D(0)= 0 sono tutte semplici, gli 
spazi fondamentali dell’omografia, cioè gli spazi di punti uniti, sono 
2p punti indipendenti di cui p apparterranno a t e altri p a T. 

Siano o; ,02;«.,0p le radici corrispondenti ai p punti uniti 
situati in 7, e siano £2;1, j2, +, Qj2p lo coordinate del punto cor- 
rispondente alla radice g;. 

Si potrà porre 


%; Q, =R kiz %,.2 0; FF Ra T xp ear 


dove 0; è un fattore di proporzionalità e le «,s sono numeri che 
risultano razionali e indipendenti da j, una volta che, mutando g; 
in 0;, le equazioni lineari omogenee che definiscono i rapporti 
mutui delle 2;, si cambiano in quelle che definiscono i rapporti 
delle Qhp È < 

Poichè non può esistere nello spazio rappresentativo della ma- 
trice un iperpiano reale che contenga i p punti uniti in discorso 
[n° 9, d)], il determinante |&æ,s| è certo diverso da zero ; quindi (3t) : 


(89) Per giustificare questa asserzione si scrivano le equazioni dell’omogra- 
fia nella forma (9) e si imiti con le debite modificazioni un ragionamento che 
abbiamo già adoperato altrove. Vedi Scorza, loc. cit. (7) b), pag. 151, nota (48) 
a piè di pagina. 

(3) Questo teorema, che si riconnette con una osservazione dovuta a 
KRONECKER e WEBER (v. KRAZER, loo. cit. (12), pag. 235), è utilissimo nelle appli 
cazioni. Si vegga l’uso che ne è stato fatto da BagGnERA © DE FRANCHIS Le 
superficie algebriche le quali ammettono una rappresentazioue parametrica mediante 
Funzioni iperellittiche di due argomenti [Memorie di Matematica e di Fisica della 
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Nelle ipotesi fatte la matrice œw è isomorfa alla matrice 
|1,0;,0$ 33.07? | (j=1,2,...;P). 


24. Un’omografia riemanniana non degenere di una matrice di 
RIEMANN trasforma in sè l'insieme dei sistemi nulli riemanniani 
principali, poichè, se il genere della matrice è 1, la cosa è senz’al- 
tro manifesta, e se quel genere è superiore a 1; l’omografia essendo 
reale, muta in sè l’insieme delle rette reali appoggiate alle imagini 
della matrice. 

Se fra quei sistemi nulli ne esiste almeno uno che sia mutato 
in sè dall’omografia, questa si dirà principale, e gode allora di 
un’interessante proprietà posta in luce dal FROBENIUS (3°). Richia- 
miamola rapidamente. 

Supponiamo che l’omografia di cui si discorre nei ni precedenti 
sia appunto un’omografia principale, e sia 


Lead 
(12) PATO AE 


r,8 


l'equazione del sistema nullo principale che (essa, e quindi anche) 
la sua inversa, muta in sè. 

Dovrà essere, indicando con o un conveniente numero razionale 
non nullo 


1...2p 
(13) Ollu = ST Cris Ort Asu (tu =1,2,..,2P), 
T,8 
e quindi sarà intanto 
g°P r,s | = [CI | a | Ars E 
cioè 
(14) osa 


una volta che, per l’ipotesi fatta, 


|6,,s| + 0. 


Società italiana delle Scienze, detta dei XL, serie 38, t. XV (1908), pp. 251-343], 
ni 25 e 26} e la frequenza con cui viene adoperata, per scopi analoghi, nella 
seconda parte di questa Memoria. 

(32) Loo. oit. (29). 
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Posto 
11-29 ED N s 
(15) Hj =— 7; Z Ora Ojr Os (i=/1), 
r,s 


consideriamo la forma bilineare 
Fap 

(16) : H = SH Bj vi 
J 


nelle due serie di variabili u; e v. 

Come è noto, il sistema nullo considerato essendo principale, 
questa forma, ove vi si supponga v; == ui, diventa una forma Her- 
mitiana definita. 

Se le uj e v; si considerano come le coordinate in r e z dei 


punti di z e 7 che hanno in 2 le coordinate 


Hi Orr + + Up Opr e vi Orr +. +H” Opr (r = 1, 2, . , 2p), 


la forma bilineare (16) eguagliata a zero rappresenta semplicemente 
la reciprocità indotta fra zr e 7 dal sistema nullo (12). 

Ma allora il fatto che la nostra omografia muta in sè il siste- 
ma nullo (12), porta che (l’omografia e quindi anche) la sua inversa 
porta in sè questa reciprocità, e quindi la forma (16) non può mu- 
tare che di un fattore numerico ove si eseguiscano sulle u’ e »' le 
sostituzioni lineari date da : 


(17) 4j = lijp +++ Apg Hp © v= E dpi» (j, 1=1, 2, p). 


lndichiamo con 
- 1...p 
K= Sym 
j 
la trasformata di (16) mediante le (17) Con un facile calcolo si 
trova, badando alle (13), 
Kja = oHji 


‘e quindi il fattor numerico in discorso è appunto o. 
Ora K, per estensione alle forme Hermitiane della legge d’iner- 
zia di SYLVESTER, per v;= uj, è definita positiva (negativa), se tale 
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è H, dunque o è positivo. Ma (n° 22) è tale anche |@,,|, dunque 
la (14) dà, intanto, 


(18) ohi arl 
Poi, il ragionamento fatto dimostra che le sostituzioni lineari 


È 1 
(19) B S Va (lij ta + + + Api Hp) è 


; 1 = T 7 
n = (411% + + Apa Yp) (j, l= 1, 2, .. , p) 


Vo 


mutano H esattamente in sè ‘stessa, quindi le corrispondenti equa- 
zioni caratteristiche hanno i divisori elementari tutti lineari e le 
loro radici hanno tutte per modulo 1. 

Segue che : 

L'equazione caratteristica dell’omografia principale considerata, 


D(0)= 0, 


è a divisori elementari tutti lineari e le sue radici hanno tutte per 
modulo Yo. 

In altri termini, ma con minor precisione: 

Un’omografia riemanniana principale di una qualsiasi matrice 


di RIEMANN è sempre generale e i suoi invarianti assoluti hanno 
sempre tutti per modulo 1. 


25. Una sostituzione riemanniana (non degenere) di una ma- 
trice di RIEMANN si dirà principale, se risponde -a un’omografia 
riemanniana principale, cioè se, a meno di un fattore numerico o, 
muta in sè una forma di RIEMANN alternata principale della 
matrice. 

Se, come può ben supporsi, questa forma è intera e primitiva, 
quel fattore o (che è positivo) è pure intero; e se p è il genere 
della matrice, si ha sempre che o? eguaglia il modulo della 
sostituzione. 

Se la sostituzione è modulare risulta quindi o = 1; e allora 
tutte le radici della sua equazione caratteristica hanno per modulo 1. 

Ma questa equazione è a coefficienti interi ed ha eguale a 1 
il coefficiente della potenza più elevata dell’incognita, dunque, per 
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un importante teorema di KRONECKER (53), quelle radici son tutte 
radici dell’unità e la sostituzione è periodica. 

Abbiamo così che : 

Ogni sostituzione riemanuiaua principale di una matrice di RE- 
MANN, che sia modulare, è anche periodica. 

Viceversa: 

Ogni sostituzione riemanniana periodica di una matrice di RIE- 
MANN è (modulare e) principale (34). 

E infatti, se è periodica, le radici della sua equazione caratte- 
ristica sono tutte radici dell’unità; e quindi il termine noto della 
equazione, che eguaglia il modulo della sostituzione, e perciò è in- 
tero e positivo, è senz’altro eguale a 1. Poi, se f è una forma rie- 
manniana principale della matrice, ed 


Sfar Sa 


sono le forme riemanniane principali in cui f è portata dalle ope- 
razioni del gruppo ciclico d’ordine n generato dalle potenze della 
sostituzione, la forma riemanniana (certo non identicamente nulla) 


S+S+t+/n 


è principale ed è mutata in sè dalle operazioni del gruppo, dunque 
la nostra sostituzione è anche principale. 

Notisi che se r,,7r,,...,7, sono gli esponenti distinti a cui ap- 
partengono le radici dell’unità che costituiscouo le radici dell’equa- 
zione caratteristica della sostituzione in discorso, il suo periodo n 
è il minimo multiplo comune di ,,#g;..,r,, e il primo membro 
della sua equazione caratteristica si spezza in un prodotto di po- 
tenze dei primi membri delle equazioni (irriducibili) che danno le 
radici primitive dell’unità r®°, rMe,..., rpe, Ma, allora, se p è il ge- 
nere della matrice e @ è, secondo il solito, il segno della nota fun- 
zione indicatrice di EULERO, deve essere, per convenienti valori 
interi e positivi delle m,,my,..., Mi: 


my piri) + mo pra) +... + m pr) = 2p. 


(8) L. KRONECKER, Zwei Sätze über Gleichungen mit ganzzahligen Coefficienten 
[Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. LIII (1857), pp. 173-175]. 

(8) Di queste due proposizioni soltanto la prima fu già osservata dal 
FROBENIUS [loo, cit. (?9)]. 
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Ciò dà modo, per ogni assegnato valor di p, di indicare tutti 
i valori, in numero finito, che n può eventualmente assumere. Così, 
per es., prescindendo sempre dal caso triviale dell’identità, se p = 2 
si trova che n può essere soltanto 


2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12; 
e se p = 3 si trova che n può essere soltanto 
2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 24, 30. 


A questo proposito è utile osservare che i fattori primi dei 
valori possibili per n possono essere pienamente caratterizzati. 
Si ponga 


n= dd... 


con a,db,c,.. numeri primi, 

Allora, l’esistenza della sostituzione riemanniana principale con- 
siderata col periodo n porta l’esistenza di sostituzioni riemanniane 
principali coi periodi a, b, c,.. 

Per ciascuna di queste, per es. per una di quelle a periodo a, 
i relativi numeri 7; o si riducono a uno solo eguale ad a, o sono 
due e due soltanto eguali il primo a 1 e il secondo ad a. Intanto 


qla) =a— 1, 
e quindi, o si ha 


mila—1)= 2p, 
con mj intero positivo, o si ha 
mi + m (a — 1) = 2p, 


con mi, mg interi positivi ed mı pari (n° 22). 

Di qua risulta che: 

I fattori primi del periodo di una sostituzione riemanniana prin- 
cipale non identica di una matrice di RIEMANN di genere p ove siano 
diminuiti di 1 sai mutano in divisori di numeri pari non superiori 
a 2p (99). 


(35) Dal teorema di FROBENIUS esposto nel testo si può far discendere con 
Hurwirz nel modo più diretto e più significativo il fatto ben noto ohe ogni 


ll 


bei = a e vv eo ey; -————m—co Fs" @r—m6m——mP_r_E "-"'———— cpr cr" —"_—or 
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26. Sebbene si tratti di cosa manifesta per definizione, notisi 
esplicitamente che : 

Le omografie e sostituzioni riemanniane di una matrice di RIE- 
MANN non singolare sono tutte necessariamente principali. 


$ 5. 


MATRICI DI RIEMANN COMPOSTE. 


27. Se u, p”, a., p® sono n matrici qualunque (n = 2), diremo 
composta con esse la matrice definita da 


trasformazione birazionale in sè di una curva algebrica di genere superiore a 1 
è necessariamente periodica. Vedi la Memoria di A. HURWITZ, Uber diejenigen 
algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen |Mathema- 
tische Aunalen, Bd. 32 (1888), pp. 290-308]. 

Combinando le osservazioni di Hurwitz con quelle del testo si ha un modo 
assai rapido per caratterizzare, almeno per i primi valori del genere, le trasfor- 
mazioni birazionali in sè che una curva di genere p> 1 può possedere. 

Poichè lo HURWITZ non vi si ferma, vale la pena di osservare, che se le 
notazioni del testo si riferiscono alla sostituzione riemanniana principale che 
risponde a una trasformazione birazionale in sè a periodo n (> 1) di una curva 
di genere p > 1, il numero dei punti uniti della trasformazione è dato da 


n = 2 — m, (r1) — Mo ulto) — .. — M, uir), 


dove u è, al solito, il segno della così detta funzione di MÖBrIUS, e quindi a (r;) 
ò zero se r; ammette dei divisori quadrati diversi da 1, è + 1, se rņjèòloè un 
prodotto di un numero pari di fattori primi differenti, ed è — 1, se ti è un 
prodotto di un numero dispari di fattori primi differenti. 

Il Rosati, a cui ho avuto occasione di comunicare la relazione 


Z m pr) = 2p, 


mi ha scritto che ad essa egli era pervenuto per suo conto nel caso delle curve 
utilizzando la nozione di equazione minima di una corrispondenza. Vedi per 


questo importante concetto introdotto appunto dal Rosati la sua Nota citata 
in (?), d). 
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dove il significato della scrittura adoperata al secondo membro è 
noto ed è del resto chiaro per sè stesso. 

Posta questa definizione si riconosce subito che se dalle matrici 
B, a”, 29, applicando a ciascuna di esse un’operazione A (o B), 
si passa rispettivamente alle matrici v’, v%,..., v®, la matrice com- 
posta con queste è deducibile dalla matrice composta con quelle 
mediante un’operazione A (o B); e quindi: 

Se le matrici v', v",...,v sono ordinatamente isomorfe (equiva- 
lenti) alle matrici p', n”, ..., ul, anche la matrice composta con quelle 
è isomorfa (equivalente) alla matrice composta con queste. 


28. Una matrice composta con più matrici riemanniane è ancora 
una matrice di RIEMANN. 

Siano, ad es, œw e ©” due matrici riemanniane dei generi p’ 
e p” e si ponga 


dico che w è una matrice riemanniana del genere p' + p”. 
E infatti siano 


1.29". 1...2p! 

" 
2 CreoMeYe e DI Crer Ys 
T,8 138 


due forme riemanniane principali di w e ©” rispettivamente. 

Allora, adoperando per le matrici œw e œw” le notazioni che si 
ricavano da quelle del n° 5 apponendo ad esse uno o due apici 
rispettivamente, possiamo supporre di aver disposto dei segni delle 
ci.s e delle cy; in modo che sia sempre 


RA>O0 ed RASO 


Ciò posto, è chiaro che la forma 


1.29" — 1.29" , 
© Cr,5%rYs T pa r,s Lap kr Y2p'+s 
7,8 1,8 


è una forma alternata di RIEMANN della matrice w, la quale rispetto 

ad essa soddisfa appunto alla cordizione che si richiede per con- 

cludere che w è una matrice riemanniana del genere p' + p”. 
Viceversa : 
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x 


Se una matrice riemanniana è composta con più altre, aventi 
ciascuna il numero delle colonne doppio del numero delle righe, anche 
queste sono matrici riemanniane. 

E infatti se, ad es,, per la matrice riemanniana œw si ha 


0 w” 


ed œ’, 0” soddisfanno alla condizione espressa dall’enunciato, basta 
prendere una forma riemanniana principale di œ e in essa soppri- 
mere tutti i termini con variabili aventi un indice (almeno) superiore 
al numero delle colonne di w', per riconoscere che w' è una matrice 
di RIEMANN e avere nel tempo stesso una sua forma riemanniana 
principale. 


29. Siano w e w due matrici riemanniane e la seconda sia com- 
posta con le matrici riemanniane wi, 09, .., on. Allora il carattere 
simultaneo A di w e œw è dato da: 


Mas 
(20) i= Z jj, 
ti 


se À; è quello di œw e wj. 

E infatti si riconosce subito che una forma bilineare è una 
forma riemanniana simultanea di w e œw’, quando e solo quando può 
spezzarsi nella somma di n forme riemanniane simultanee di © e 
wi, 0 € W3, W e ©, rispettivamente. Di qua segue subito la (20) 
quando si osservi che , ad es., è il numero dei parametri razionali 
arbitrari che compariscono linearmente ed omogeneamente nei coef- 
ficienti della più generale forma simultanea di w e w’. 

Il teorema dimostrato dà luogo immediatamente a quest’altro : 

Se le matrici riemanniane w e w sono composte, la prima, con 
le matrici riemanniane W, , 09 3 «3 Wm €, la seconda, con le matrici 
riemanniane wj, 03, .., n, per il carattere simultaneo À di we œw, 
si ha: 

1...m 1...n 
(21) ASTI ZIA 

gi 
dove 4; è il carattere simultaneo di wj e w; quindi w e œw non sono 
vincolate, se non a patto che almeno una delle matrici w; sia vincolata 
ad una almeno delle matrici òi. 
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Si supponga in questo enunciato che œw e œw coincidano, cioè 
che sia m =n e œj = wj. Allora, se si indica con k l'indice di 
moltiplicabilità di w e con è; quello di wj, si ha 


A=h+1 (°) hi; =h+1, 


e quindi : 
Se la matrice riemanniana w è composta con le matrici rieman- 
NAME W, Wg, y Wn per Vindice di moltiplicabilità h di m si ha 


(22) lumi i da ea S A 


dove h; è l’indice di moltiplicabilità di wj, A;i è il carattere simulta- 
neo di wj € wi, e il sommatorio si intende esteso a tutte le combina- 
zioni binarie degli indici 1, 2,..., n. 

Di qua, una volta che n = 2, segue che per œw si ha certo 


han 


30. Al teorema precedente, riguardante l’indice di moltiplicabi- 
lità di una matrice riemanniana composta con più altre dello stesso 
tipo, fa riscontro, per l’indice di singolarità, quest'altro : 

Se la matrice riemanniana œw è composta con le matrici rieman- 
NIARE W, 3 Woyoy On, indicati con k, k; e d;1, rispettivamente, l'indice 
di singolarità di œw, quello di w; e il carattere simultaneo di wje wi 
sì ha: 


(23) k = k, + ky +. +H kn Hn 1HE h 


dove il sommatorio si intende sempre esteso a tutte le combinazioni 
binarie degli indici 1, 2,.., m 

Per la dimostrazione basterà evidentemente limitarsi al caso 
di n = 2. 

Sia dunque 


e siano p, , Pg © Pı +P = p i generi di w; , @ e w rispettivamente. 
Se 


(24) È Ora Vr Ys 
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è una forma riemanniana alternata di œ, le forme 


1...2P1 1...2Ds 
(25) Di ere r Yis >: C2px+r,2p1+8 Lr Ye 
138 r,8 


sono delle forme riemanniane alternate di œw, e «è, rispettivamente; 
inoltre 


1...2p, 1...29s 
(26) > I Crop4slrYs 
T 8 


sarà una forma riemanniana simultanea di œw; © ©». 

Viceversa, se le (25) sono delle forme alternate di RIEMANN di 
w, € w, e la (26) è una loro forma riemanniana simultanea, la 
(24) che può scriversi 


1...2p; 1...2p; L...2p2 1... Po 
Z Crstryst E È Crop+s(CYapr te +Y)t È Cpr, psp +7 Yap te 
T,8 r 8 T,8 


è una forma riemanniana alternata di œ; quindi, basta ricordare i 
significati di k, kı, k3 © 4, per concludere che 


(27) k=k k+ 1+. 


La (23), poichè n => 2, dà k= 1 e quindi: 
Una matrice riemanniana composta con matrici dello stesso tipo 
è senz’altro singolare. 


31. Per alcune considerazioni che dovranno esser fatte in seguito 
è utile approfondire il significato geometrico dei teoremi precedenti 
per il caso di una matrice riemanniana © del genere p, composta 
mediante due matrici riemanniane w; © œ, dei generi p, e pa. 

Se in uno spazio rappresentativo X l’imagine di w è 7, 7 si 
appoggia, rispettivamente, secondo un Sp—ı e un Sp, indipendenti 
ai due spazi opposti, A, e A, della piramide fondamentale delle 
coordinate, che sono rappresentati dalle equazioni : 


Lapi = Lp p2 = e = dop = 0 e Li = Lg =. = Vp, = 0. 


Anzi quello Sp—ı e quello Sp—ı Sono proprio le imagini 7, € tg 
di œ, e @, negli spazi rappresentativi A, e 4,, ove in ciascuno 
di essi si prenda come sistema di coordinate quello indottovi dal 
sistema fissato in Z. 
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Allora l’equazione 


1...291 
DI Cra Cr Ys = 0 , 


r,8 


che si ottiene eguagliando a zero la prima delle forme (25), è, în 
A,, l’equazione di un sistema nullo riemanniano di w,, e, in S, 
l’equazione di un sistema nullo riemanniano di œw, singolare, di specie 
= 2p,, avente per asse A, o uno spazio contenente 4,; quindi, 
badando che se quel primo sistema nullo è non singolare, questo 
ultimo è esattamente della specie 2p, attribuendo ai simboli k} e k, 
il solito significato possiamo asserire che : 

a) La matrice œw ammette k, +1 (0 k +1), e non più, sistemi 
nulli riemanniani di specie 2p, (0 2p,), linearmente indipendenti, aventi 
per asse A, (0 A,). 

Inoltre l’equazione 


1...221 1...299 
È Cr8%rYUs + ST Cop+r2p1+s Vopr Yes = 0 
1,8 1,8 


rappresenta in X un sistema nullo riemanniano di œw rispetto a cui 
ogni punto di A, è coniugato a ciascun punto di A, ; e l’equazione 


1...2p, 1...2ps2 
pA 3 Cr.2p,+s (2r Y2p +s — Yp, +s Yr) =0 
r 8 


rappresenta in Y un sistema nullo riemanniano di œw rispetto a cui 
sono coniugate tutte le coppie di punti di A, o di A>; dunque, 
col solito significato di 7,3: 

b) Esistono k, + ka + 2, e non più, sistemi nulli riemannianì, 
linearmente indipendenti, e non degeneri di w rispetto a cui A, e Ag 
sono Vuno lo spazio polare dell’altro ; 

c) Se Ag > 0, esistono A,2, e non più, sistemi nulli rieman- 
niani, linearmente indipendenti, di w rispetto a cui A, e A, sono spazi 
autoconiugati. 

Notisi che tra i sistemi nulli di cui parla l’enunciato b) ve ne 
son certo di quelli principali; anzi si potrebbe far vedere che di 
questi ne esistono appunto %, + ka + 2 linearmente indipendenti. 

Per mettere in luce il significato della formula (22) che, scritta 
per l’attuale matrice w diventa 


(28) h= h, + ho t 1 + 2412, 


-_y dr > 
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si può seguire una doppia via, considerando le reciprocità o le omo- 
grafie di RIEMANN delle matrici w, œ; © @,. 
Scegliamo per il suo maggiore interesse la seconda e siano 


(29) 0%, = @r1%1 + Ara L2 +... + ar 2p Lop r= 1,2, 29) 


le equazioni della più generale omografia di RreMANN della matrice w. 

Per essa ogni punto di z deve andare in un punto di 7; quindi 
se nei secondi membri delle (29) si pongono le coordinate di un 
punto di z}, delle quali sono nulle tutte quelle con indice superiore 
a 2p,, nei primi membri dovranno venire le coordinate di un punto 
di 7, delle quali le prime 2p, sono combinazioni lineari omogenee 
delle prime 2p, coordinate di p, punti indipendenti di 7,. 

Ma allora, entro A,, le equazioni 


(30) 0% = 41%, + «+ + arp Lap; (= cop Sa) 


saranno quelle di un’omografia riemanniana della matrice @,; e, per 
una ragione analoga, le equazioni 


(31) 0%2p,ir = Moptr opt Lap t1 +e 4029147120 dop (T = 1,2.) 2Po) 


saranno, entro Ag, quelle di un’omografia riemanniana della ma- 
trice wg. 
Inoltre le equazioni 


(32) QUapitr = A2p+r,1 V4 + + +-@2p1+,2p1 op (r = 1, 2; n., 2Pa) 
e 
(33) 0%, = Ar 2p, 41 Xom +1 F «+ + @r,2p Pop w= a P 


rappresenteranno, rispettivamente, delle omografie riemanniane si- 
multanee di w,, © € @z, W4- 

Il discorso fatto è invertibile, e quindi si ha intanto una con- 
ferma della formula (28); ma poi, basta riguardare le (30), (31), (32) 
e (33) come equazioni di omografie in S, per avere i seguenti 
teoremi : 

d) Esistono h, +1 (o h, 4-1), e non più, omografie rieman- 
niane linearmente indipendenti di w che siano singolari di specie 2p 
(0 2p,) e abbiano per primo asse A, (0 A,) e secondo asse A, (0 Ax); 

e) Se 217 >0, esistono A12, e non più, omografie riemanniane 
linearmente indipendenti di m che abbiano per primo asse A, (0 A,) 
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o uno spazio passante per esso, e per secondo asse uno spazio conte- 
nuto in Ag (in A)). 


§ 6. 


MATRICI DI RIEMANN PURE ED IMPURE. 


32. Una matrice riemanniana del genere p si dirà pura od im- 
pura, secondo che nel suo spazio rappresentativo non esistono o 
esistono spazi razionali S29-1(0 < q < p), appoggiati alle sue imagi- 
ni secondo Sg—ı (imaginari coniugati). Ogni $Soy-1 SÌ fatto, ove esista, 
si dirà poi un asse della matrice. 

Per una matrice impura è certo p > 1, quindi: 


x 


Una matrice ellittica è necessariamente pura. 

Una matrice riemanniana composta con due o più matrici rie- 
manniane è, per quanto si è visto, certamente impura; ma risulterà 
tra poco che questa osservazione è in un certo senso invertibile, 
poichè si vedrà che ogni matrice impura è isomorfa a una matrice 
composta. Quindi, in particolare, si avrà allora che: 

Una matrice impura è certo singolare. 

Così pure risulta da quanto è detto nei ni 11 e 14 che una 
matrice di RIEMANN dotata di reciprocità od omografie riemanniane 
degeneri (ma non del tutto indeterminate) è senz’altro impura; ed 
anche quest’osservazione è, come vedremo, invertibile [n° 41, b), 


d)] (39). 


(36) Se una matrice riemanniana si riferisce a una funzione abeliana, esse è 
pura od impura secondo che questa, mediante una sostituzione lineare omogenea sulle 
variabili e una trasformazione (lineare 0 no) sui periodi, non può o può esser ridotta 
a una combinazione razionale di funzioni abeliane dipendenti ciascuna da un 
minor numero di variabili. 

Se si riferisce a una varietà algebrica, essa è pura od impura secondo che 
questa non possiede o possiede sistemi regolari di integrali (semplici, di 1 spe- 
oie) riducibili. 

Se, in particolare, si riferisce a una corva algebrica, si può anche dire che 
essa è pura od impura secondo che la curva non contiene o contiene corrispon- 
denze (algebriche) speciali. Per questa denominazione introdotta dal Rosati vedi 
le sue Note più volte citate. 

L’osservazione che una matrice riemanniana di genere 2 è impura quando 
e solo quando ammette forme di RIEMANN alternate (non nulle, ma) degeneri è 
stata fatta per la prima volta dal Poincaré [loo. oit. (!2) a)], salvo una leggera 
imperfezione nell’enunciato, L’imperfezione consiste nel fatto che il PoINCARÉ 
suppone implicitamente non nullo il coefticiente del termine che, nelle sue nota- 
zioni, è dato da GG'— H°. 
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33. Due matrici riemanniane isomorfe sono iusieme pure o in- 
sieme impure; e quando siano entrambe impure, le configurazioni 
dei loro assi sono proiettivamente identiche. 


34. Le definizioni ora poste e i teoremi dei ni 15 e 16 danno 
subito le seguenti proposizioni : 

a) Se due matrici riemanniane sono vincolate e non hanno lo 
stesso genere, quella di genere maggiore è certo impura ; 

b) Se due matrici riemanniane sono pure, ogni loro eventuale 
omografia simultanea di RIEMANN, non del tutto indeterminata, è non 
singolare; quindi esse o non sono vincolate o sono (vincolate ed) 
isomorfe ; 

da cui si trae in particolare chs: 

c) Matrici pure vincolate a una stessa matrice pura sono vinco- 
late fra di loro. 

Notisi .che il teorema c) per matrici riemanniane non tutte pure 
in generale non sussiste. Per es., se ©, e œ, sono matrici di 
RIEMANN non vincolate fra di loro, esse, pur essendo tali, sono 
entrambe vincolate alla matrice composta 


La differenza che qui si manifesta fra le matrici pure e quelle 
impure si collega col fatto che il prodotto di due omografie dege- 
neri può essere indeterminato senza che siano tali le due omografie 
considerate (37). 


35. Dalla definizione di asse di una matrice impura e dal fatto 
che spazi razionali sono congiunti da spazi razionali e, ove non 
siano indipendenti, si secano secondo spazi razionali, segue su- 
bito che: 

Se due assi di una matrice impura non sono indipendenti, la 


` 


loro intersezione è ancora un asse della matrice; e se lo spazio che 


(31) In particolare: 

Se due curve algebriche non razionali distinte non posseggono sistemi regolari di 
integrali di 12 specie riducibili, o i loro generi sono disuguali e allora le corrispon- 
denze (algebriche) intercedenti fra di esse sono tutte a valenza zero, o hanno lo stesso 
genere e allora il numero base di quelle corrispondenze eguaglia i numeri base delle 
corrispondenze (algebriche) situate su ciascuna di esse. 
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li congiunge non è quello rappresentativo, anch’esso è un asse della 
matrice (38). 

Un asse di una matrice impura si dirà puro od impuro, secondo 
che non contiene o contiene assi della matrice di dimensione infe- 
riore alla propria. Quindi: 

Due assi puri o sono indipendenti o coincidono ; e un asse puro e 
un asse impuro o sono indipendenti o si appartengono. 


36. Due o più assi indipendenti di una matrice impura si di- 
ranno complementari (8°), se lo spazio che li congiunge coincide con 
lo spazio rappresentativo della matrice. 

L’interesse di questa definizione risulta dal fatto che: 

Per ogni asse di una matrice impura ne esiste sempre un altro 
(almeno) che è ad esso complementare (4°). 

E infatti sia A un asse della matrice œw di genere p(> i), con 
le imagini 7 e z. Lo spazio A sarà, per definizione, un $oy_1 razio- 
nale (0 < q < p), appoggiato a zt e t secondo Sg—i 

Sia, inoltre, o un sistema nullo riemanniano principale di œ, e 
A' lo spazio polare di A rispetto a o. 

Poichè A e o sono razionali, e poichè A si appoggia a 7 e T, che 
sono mutati in sè da o, secondo $,-1, anche A’ è razionale ed è 
un Sxp-g—1; appoggiato a t e x secondo Sp-q-1} Sicchè, intanto, 
A' è, al pari di A, un asse di œ. 

Ma è facile vedere che A’ è anche indipendente da A, e che 
quindi A e A’ sono complementari. 

Infatti ove A e A’ non fossero indipendenti, si taglierebbero 
secondo un asse $,,_; e tutte le rette di quest’asse apparterrebbero 
al complesso lineare corrispondente al sistema nullo o; mentre, per 
quanto sappiamo (n° 12), questo è certo impossibile per le rette 
reali dello Sx—ı appoggiate a 7 e T. 


(38) Questa osservazione riferita alla teoria degli integrali abeliani riducibili 
si converte iu un noto teorema di SEVERI [loo. cit. (!2)]. 

(39) Denominazione desunta da quella introdotta dal SEVERI nella sua Nota 
ora citata per i sistemi regolari di integrali riducibili. 

(40) È questo, in sostanza, il famoso teorema di Poincaré [loc. cit.(!°) c)] 
che generalizza una osservazione fatta per la prima volta dal PICARD nella sua 
Nota citata in (1?) a). La dimostrazione del testo è quella che si trova nella mia 
Nota II citata in(7) b), con la semplificazione che le proviene dall'uso dell’osser- 
vazione del Rosati di cui alla nota (?9). 


» 
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37. Se un asse A di una matrice impura è impuro, due o 
più assi contenuti in esso si diranno complementari in A se sono 
indipendenti e hanno per spazio congiungente A. Allora sussiste 
sempre che: 

Per ogni asse B contenuto (in senso stretto) in A mne esiste sem- 
pre un altro (almeno) B', che è complementare a B in A. 

E infatti si ha subito un tale asse B’ intersecando A con un 
asse della matrice complementare a B. 

Di qua, ove si osservi che, se un asse è impuro, esso contiene 


_ per definizione qualche asse puro, segue che: 


Per ogni matrice impura esiste sempre un ‘insieme (almeno) di 
assi complementari puri. 

Un tale insieme si dirà per la matrice un gruppo fondamentale 
di assi pnri; ed è chiaro che per ogni asse puro della matrice 
esiste almeno un gruppo fondamentale che lo contiene. 

Gruppo fondamentale di assi puri di un asse impuro è un in- 
sieme di assi puri in esso complementari. 

Per estensione si chiamerà poi gruppo fondamentale di un asse 
puro l’asse stesso (4). 


38. Adesso facciamo vedere che: 

Se una matrice impura œw del genere p ammette n assi com- 
plementari A,, Ag, oe p An (n = 2) delle dimensioni rispettive 2p, — 1, 
2p, — 1, o., 2Pn — 1, cosicchè 


Pi F Pe F- FH Pr = p, 


la matrice w è isomorfa a una matrice composta con n matrici rie- 
manniane dei generi Pi, Po) «3 Pn. a 

Si indichi con «j lo Sp; secondo cui l’asse A;(j= 1,2, ..,%) 
si appoggia all’imagine t di œw; gli spazi œj, Œg; ..,%, Saranno 
indipendenti e avranno t per spazio congiungente. 

Ciò posto, con un'operazione A si incominci dal mutare œw in 
una matrice w’, che abbia ordinatamente per righe le successioni 
delle coordinate, entro lo spazio rappresentativo X, di p, punti in- 
dipendenti di a,, pọ punti indipendenti di æ, ,..., Pn punti indipen- 
denti di «,. Poi, con una omografia razionale non degenere dello 
spazio Z, si portino, come è certo possibile, A,, 4y;.., A, negli 
spazi Aj, 42, ...; An della piramide fondamentale che ne congiun- 


(41) Scorza, loc. cit. (7) f). 
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gono rispettivamente i gruppi di vertici 


ETS O AE E A a o a: 


A questa omografia risponderà un’operazione B che muta w in 
una matrice riemanniana œw”, avente per imagine la trasformata di 
t mediante lomografia, cioò un #$,-1 appoggiato, secondo gli 
„—ı trasformati di æj, æg,- æn (e siano aj, 
3, xh), agli spazi Aj, 45, .., An della piramide fondamentale. 

Ma allora œw” è appunto composta mediante n matrici rieman- 
niane ©, , 0g, ..., 0, dei generi p,, Po, -p Pa; Che, negli spazi rap- 
presentativi Ai, 43, .., Ah hanno per imagini 2j, 23, ..., qn- 


y 
ERT E 


39. Il procedimento or ora adoperato comporta una certa arbi- 
trarietà. E invero loperazione A di cui in esso si discorre può 
essere effettuata in intiniti modi diversi (badando, per altro, che se 
tutte le p; sono eguali a 1 gli elementi di ogni riga di œ' non pos- 
sono variare che per un fattore di proporzionalità); e lo stesso 
dicasi per la successiva operazione B. 

Ma è evidente che, comunque si proceda nella scelta di queste 
operazioni A e B, di fronte alla relazione di isomorfismo, le matrici 
Ws 0g 3 ez Øn a Cui si perviene, sono nettamente individuate. E lo 
stesso accade per una di queste matrici, per es. per la w,, se te- 
nendo fermo l’asse A, si considera un altro qualunque insieme di 
assi complementari di cui esso, eventualmente, fa parte, diverso 
dall’insieme A4,, 49), An 

Cosicchè, insomma, di fronte alla relazione di isomorfismo, la 
matrice œw è individuata dall’asse A,, e non dipende nè dall’insieme 
di assi complementari di cui A, fa parte (di tali insiemi esistendone 
sempre almeno uno), nè, dopo la scelta di questo insieme, dalla scelta 
delle operazioni A e B, di cui sopra. 

Per render ragione di questo fatto anche con la nomenclatura 
potremmo estendere la definizione di matrice riemanniana, sì da 
poter considerare «, e A, come imagine e spazio rappresentativo di 
una matrice riemanniana isomorfa ad «,; ma preferiamo tener 
ferma quella definizione e attribuire invece all’asse A, la nomen- 
clatura introdotta per la matrice œw. Quindi A, avrà un genere, un 
indice di singolarità o moltiplicabilità e per A, si avranno reciprocità 
o sistemi nulli riemanniani, ecc.; quei caratteri saranno i caratteri 
omonimi di ©, e queste reciprocità, ad es., saranno le reciprocità 
razionali di A, che mutano in sè lo spazio a,. 
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In conformità di ciò, il carattere simultaneo di due assi A, e B, 
di © sarà il massimo numero di trasformazioni omografiche razio- 
nali linearmente indipendenti di A, in B, che portano i punti di 
A, comuni a 7 in punti di B, situati egualmente su 7, I due assi 
si diranno poi vincolati 0 non vincolati secondo che questo loro ca- 
rattere simultaneo è positivo o nullo; e se sono vincolati e una 
(almeno) delle omografie razionali, in discorso, non è degenere, si 
diranno anche isomorfi. 

Dopo ciò è visibile senz'altro in qual senso parleremo di carat- 
tere simultaneo di assi appartenenti a matrici riemanniane diverse ; 
e che cosa intenderemo dire chiamandoli vincolati o non vincolati, 
isomorfi o non isomorfi. 


40. Sul procedimento adoperato nel n° 38 notiamo ancora 
quanto segue. 

L’operazione B di cui in esso si discorre si può supporre in 
ogni caso intera; ma in generale non sarà modulare. Però giova 
far vedere che: 

A portare un solo asse, per es. A,, in uno spazio della pira- 
mide fondamentale vi sì può sempre riuscire con omografie rispon- 
denti a operazioni B modulari (42). 

Infatti con una tale omografia si può in primo luogo portare 
un punto razionale di A, nel vertice 1 della piramide fondamentale, 
perchè asserir questo equivale ad asserire che si può costruire un 
determinante a elementi interi ed eguale a 1 in cui gli elementi 
della prima colonna siano numeri interi, primi fra loro, assegnati 
ad arbitrio; poi, per una ragione analoga, con una omografia della 
specie voluta e che lasci fermi il vertice 1 e la faccia ad esso op- 
posta nella piramide fondamentale, si può portare nel vertice 2 un 
punto razionale della nuova posizione di A, situato su quella fac- 
cia; e così via. L'operazione B modulare corrispondente all’omo- 
grafia prodotto di tutte queste omografie soddisfa appunto allo 
scopo voluto. 


41. Dalle osservazioni del n° 39, congiunte a quelle dei ni 29, 
30 e 31 discendono senz’altro i seguenti teoremi (43). 


(42) Questa proposizione è ben nota. È stata accolta nel testo solo per uni- 
formità e chiarezza di esposizione. 
(1) Scorza, loc. cit. (7) d) e g). 
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a) Se A,, Ag; , An € B,, Bo, -.-., Bam sono due insiemi di 
assi complementari delle due matrici impure w e œ, rispettivamante, 
per il carattere simultaneo À di w e œw si ha: 


Pata E OPE 


(34) 1S S Ai 
j 1 


dove Aji è il carattere simultaneo di A; e Bi; e la stessa formula 
vale se A, , Ap, 3 An € bB,, Ba, p, Bm sono due insiemi di assi 
contenuti in due assi impuri A e B di e w', rispettivamente, e 
wi complementari, purchè si supponga che À sia il carattere simul- 
taneo di A e B; 

a') Se Aj, Ag; 13 An sono n assi complementari di una ma- 
trice impura, se k e h sono gli indici di singolarità e moltiplicabilità 
della matrice, kj e hj quelli: del’asse A; e infine Ajı è il carattere 
simultaneo di A; e A; si ha: 


(35) fidi IP, Lapo 14 DA 
(36) han hi 4 ho + odo a 142271 


col solito significato dei sommatori ; e le stesse formule sussistono, se 
A, , Ayy g An sono n assi contenuti in un asse impuro B e ivi 
complementari, purchè si intenda che k e h siano gli indici di singo- 
larità e moltiplicabilità di B. 

Dati due assi complementari A, e A, di una matrice impura e 
conservate per essi le notazioni del teorema a') (dove, adesso, n= 2): 

b) esistono k,4-1(k, + 1), e non più, sistemi nulli rieman- 
niani degeneri della matrice aventi per asse A,(A) e linearmente 
indipendenti ; 

c) esistono k, + k, + 2, e non più, sistemi nulli riemanniani 
indipendenti non degeneri della matrice rispetto a cui A, e As sono 
mutuamente polari ; 

d) esistono h, +-1(h, + 1), e non più, omografie riemanniane 
indipendenti e degeneri della matrice che abbiano per primo asse 
A, (43) e per secondo asse Ag(A,); 

e) se Ang > 0 esistono fia, e non più, sistemi nulli rieman- 
niani indipendenti della matrice rispetto a cui A, e A, sono spazi 
autoconiugati ; 

J) se dz > 0 esistono Aia, e non più, omografie di RIEMANN 
degeneri e indipendenti della matrice che abbiano per primo asse 
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dr (As) 0 uno spazio passante per esso, e per secondo asse uno spazio 
contenuto in A, (în Ap). 

Il teorema b) contiene implicitamente il fatto che se l’asse A, 
ammette più di un asse complementare, l’indice di singolarità 
di questo è però individuato; ma le formule (35) e (36) per 
n= 2 dànno: 


(37) kt=k,+ko +1+4h2 
(38) h = h, + hy + 1 + 242 


quindi è pure individuato 4,3 e poi kha; dunque: 

g) Se un asse di una matrice impura ammette assi comple- 
mentari distinti, questi hanno tutti gli stessi indici di singolarità e 
moltiplicabilità ; 

e: 

i) Il carattere simultaneo di due assi complementari di una 
matrice impura è individuato appena sia dato uno dei due assi. 

In base a quest’ultima proposizione, il carattere simultaneo 
di due assi complementari di una matrice impura l’abbiamo anche 
chiamato, altrove, coefficiente di immersione di uno qualunque 
di essi (44). 

Allora la formula (37), posta a riscontro col teorema c) e col 
ragionamento del n° 36, mostra che: 

Un asse di una matrice impura ammette un solo asse comple- 
mentare o infiniti assi complementari distinti secondo che il suo coef- 
ficiente di immersione è nullo o positivo. 

Secondo che si verifica la prima o la seconda alternativa di 
questo enunciato, l’asse si dirà isolato © non isolato. 

Se un asse è isolato, tale è pure il suo complementare. 

Se un asse non è isolato, basta considerare un suo comple- 
mentare e gli spazi polari di questo rispetto ai sistemi nulli rie- 
manniani non singolari della matrice, per accorgersi che esso 
fa parte di una totalità infinità discontinua di assi della matrice 
aventi tutti lo stesso genere e gli stessi indici di singolarità e 
moltiplicabilità. 

Queste osservazioni sono tutte precisate dal teorema che si 
troverà al n° 43. 


(44) Scorza, loe. cit. (7) d). 
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LIMITI SUPERIORI PER GLI INDICI DI SINGOLARITÀ E " 
MOLTIPLICABILITÀ DI UNA MATRICE PURA. 


42. Sia © una matrice riemanniana di genere p e supponiamo 
che per essa le notazioni J. t, P k e h abbiano i soliti significati. 

Consideriamo la totalità lineare co?@P-1)-1 dei sistemi nulli di 
Z e riferiamola omograficamente a quella dei punti di uno spazio 
lineare proiettivo $, della dimensione p(2p — 1) — 1, fissando in S 
un sistema di coordinate proiettive omogenee e facendo poi corri- 
spondere al sistema nullo di X rappresentato dall’equazione : 


1...2p 
E Vrstrys=0 (Yrs + gar = 0) 
T,8 
il punto di S che ha per coordinate (in un ordine fissato) le yrs 
per cui r < s. 

Allora i sistemi nulli reali o razionali di XY si riflettono in 
punti reali o razionali di S e inversamente. 

La totalità dei sistemi nulli singolari di X si rispecchia in 
un’ipersuperficie F di © dell’ordine p. I sistemi nulli di XY che 
hanno un punto singolare in un punto (di Æ) assegnato costitui- 
scono, se p>1, un sistema lineare della dimensione p(2p — 3); 
quindi, corrispondentemente agli oo?! punti di 5, F è solcata da 
002271 spazi lineari della dimensione p(2p — 3), di cui ne passano 
coi per ogni suo punto generico. Fra questi $p(p-3 SONO poi razio- 
nali quelli, e soltanto quelli, che provengono dai puuti razio- 
nali di X. 

I punti di $ rispondenti ai sistemi nulli riemanniani di © 
sono tutti e soli i punti razionali di un certo spazio razionale p 
che ha la dimensione k. 

Allora si supponga che sia k > 2p — 1, e quindi p> 1. 

In tal caso, ognuno degli Spep—s) razionali di F' sega u in uno 
spazio razionale della dimensione £ con 


t>p(2p—3)+k—p(2p—1)4+-1=p(2p—3)+-2p—1—p(2p—1)+1=0, 


e quindi per ogni punto razionale di esiste almeno un sistema 
nullo riemanniano degenere di œw (non del tutto indeterminato) che 
ba in esso un punto singolare, Ciò porta che œw è, nell’ipotesi fatta, 


12 


178 GAETANO SCORZA 


necessariamente impura e che per ogni punto razionale di 5 passa 
almeno un suo asse; cioè che essa ammette infiniti assi distinti, dal 
momento che un asse di œ o un numero finito dei suoi assi non 
possono mai contenere tutti i punti razionali di X. 

Di qua deduciamo che: 

Una matrice riemanniana del genere p con l’indice di singolarità 
non inferiore a 2p — 1 è impura ed ammette infiniti assi distinti ; 

e quindi: 

Una matrice riemanniana pura del genere p ha al massimo per 
indice di singolarità 2p — 2 (4°). 

Si consideri, adesso, il sistema lineare 004°! di tutte le omo- 
grafie di X e si noti che quelle fra di esse aventi un punto singo- 
lare in un punto assegnato formano un sistema lineare della di- 
mensione 4p? — 2p — 1. Allora, procedendo in maniera analoga a 
quella or ora adoperata, si trova che: 

Una matrice riemanniana del genere p con Vindice di moltiplica- 
bilità non inferiore a 2p è impura ed ammette infiniti assi distinti ; 

e quindi: 

Una matrice riemanniana pura del genere p ha al massimo Vin- 
dice di moltiplicabilità 2p — 1 (#9). 


$ 8. 


LA CONFIGURAZIONE DEGLI ASSI DI UNA MATRICE IMPURA. 


43. Se due assi A, e Aj di una matrice impura hanno uno stesso 
complementare Ag, A, e Ai sono isomorfi (1). 

E infatti siano o e o' due sistemi nulli riemanniani non singo- 
lari della matrice, tali che rispetto ad essi A» abbia per spazi po- 
lari A; e Ai rispettivamente. Il prodotto oo! è un’omografia rie- 
manniana non singolare della matrice che porta A, in Ai; quindi 
A; e A; sono isomorfi. 

Segue, in particolare, che. 

Il carattere simultaneo di A, e Aj è uguale al loro comune indice 
di moltiplicabilità aumentato di 1. 


(45) Scorza, loc. cit. (°) c), Nota II. 
(49) Scorza, loc. cit. (7), g). 
(47) Scorza, loc. cit. (7), f). 
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44. Se due assi complementari A, e A, di una matrice impura 
sono isolati, ogni altro eventuale asse della matrice o giace in A, (in 
Ap), 0 congiunge un asse contenuto in A, con un asse contenuto in Ayg48). 

Infatti ogni sistema nullo riemanniano della matrice, data la 
ipotesi fatta, è linearmente dipendente da quelli che sono degeneri 
e hanno l’asse in A, o in A,; e allora esso non può essere a sua 
volta degenere se non a patto di avere per asse uno spazio conte- 
nuto in A, (in A), o uno spazio congiungente uno spazio contenuto 
in A, con uno spazio contenuto in A, (49). 

Ma allora il teorema è da riguardare come dimostrato, perchè 
ogni asse di una matrice impura è asse [n° 41, d)] di qualche suo 
sistema nullo riemanniano degenere. 

Di qua discende subito che: 

Se una matrice riemanniana ammette un asse isolato A,, ogni 
ulteriore asse indipendente da A, appartiene all’usse complementare 
di A,; 

e quindi: 

Se una matrice impura ammette degli assi B,, Bo ,., Bm e poi 
un asse A,, indipendente da ciascuno di quelli ma non dall’asse che 
li congiunge, la matrice ammette senz'altro infiniti assi isomorfi ad 
A C): 

E infatti, date le ipotesi, A,, in virtù del penultimo enunciato, 
non può essere isolato; e quindi [n° 41 in fine, e n° 43] esistono 
infiniti assi isomorfi ad A, . 


45. Se un asse di una matrice impura è impuro, un asse ivi 
contenuto può essere in esso isolato o non isolato, cioè avere in esso 
un solo o infiniti assi complementari distinti. Ebbene : 

Se Vasse A, di una matrice impura è isolato, ogni asse contenuto 
in A, è isolato per la matrice se tale è in A, . 

Infatti sia A, il complementare di A}, B, un asse contenuto 
(in senso stretto) in A, e B, un complementare di B, in A,. Per 


(48) Scorza, loo, cit. (7), e). 

(49) Per la giustificazione di questa osservazione vedi la mia Nota ricordata 
in (48). 

(59) Questo teorema dà luogo, per la teoria degli integrali abeliani riduoi- 
bili, alla proposizione di Severi |loo. cit. (1)] che generalizza il teorema di 
Poincaré contenuto nella Nota di questo Autore citata in (1?) a). Veramente 
l’enunciato del testo è più generale di quello corrispondente del SEVERI, ma si 
tratta, come giù osservammo altra volta [loo, cit. (°) e)]}, di una differenza non 
essenziale. 
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ipotesi A, non è vincolato ad A,, quindi [n° 41, a)]) non può nep- 
pure essere vincolato a B, o a Bi; ma allora, poichè Passe B; è 
complementare all’asse congiungente A, con Bi, il carattere simul- 
taneo di B, e quest’asse eguaglia quello di B, e Bi, e quindi tali 
caratteri sono insieme nulli o insieme positivi. Di qua segue, in 
particolare, il teorema enunciato, 


46. Se una matrice impura è priva di assi isolati, i suoi assi 
puri (che sono senz’altro infiniti) sono tutti isomorfi fra di loro(5). 
Supponiamo, se è possibile, che ciò non sia e indichiamo con 
A un asse puro della nostra matrice di dimensione minima (= 1). 

Ciascun sistema puro A, della matrice, non isomorfo ad A, non 
può essere indipendente da un qualsiasi asse complementare di A. 
E invero, o A, è di dimensione superiore a quella di A e allora, 
per ragioni di dimensione, la cosa è senz'altro manifesta; o A, ha 
la stessa dimensione di A, e allora A e A,, non essendo isomorfi, 
non possono avere uno stesso complementare. 

Ma un asse puro giace per intero in ogni asse che non è da 
esso indipendente, dunque ciascun complementare di A contiene 
tutti gli assi puri della matrice non isomorfi ad A. 

Chiamiamo B l’asse della matrice di dimensione minima che, 
in virtù di quanto è stato detto, contiene tutti gli assi puri della 
matrice non isomorfi ad A. 

Per ipotesi B non è isolato, quindi la matrice ammette infiniti 
assi isomorfi a B e ciascuno di questi contiene una configurazione 
di assi puri non isomorfi ad A proiettivamente identica a quella 
analoga contenuta in B. Ora questa conseguenza contrasta con la 
definizione stessa di B, dunque il teorema è dimostrato. 


47. Da esso discendono conseguenze interessanti. 

In primo luogo sia p il genere della matrice considerata, q 
quello di un suo qualunque asse puro A, n (= 2) il numero degli 
assi di un suo gruppo fondamentale di assi puri. 

Dovrà essere 


nq=p 


e quindi q sarà un divisore di p (inferiore a p) ed n sarà indipen 
dente dal gruppo fondamentale considerato. 


(55) Scorza, loc. cit. (DI 


tieni ati TI _r_—_— eve soc Grapvo- 
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Inoltre siano k e k gli indici di singolarità e moltiplicabilità 
della matrice e X, e k, quelli di A. Il carattere simultaneo di due 
assi puri qualunque della matrice sarà allora k} + 1 e quindi Fap- 
plicando le formule (35) e (36) a un qualunque gruppo fondamentale 
della matrice si trae: 


(n — 1)(n+ 2) 


ú 


(39) S a aA A A 
(40) h= (+1) 1 


Ma n=% e inoltre, essendo A puro, 


q 
k, S 20 = 2, h, < 2q — 1, 
dunque 
(41) <p> D(P +1), 
p? 
(42) Ned 


48. Se una matrice impura possiede due assi complementari iso- 
lati B, e B,, ogni suo gruppo fondamentale di assi puri 


NI an 


si scinde în due gruppi parziali, di cui uno è gruppo fondamentale 
di assi puri per B, e Valtro è gruppo fondamentale di assi puri per 
B,; di più, assì appartenenti a gruppi parziali diversi sono certo non 
vincolati (o non isomorfi) tra di loro. 

E infatti ogni asse A4;, in quanto è puro, non potendo essere 
lo spazio congiungente un asse contenuto in B, con un asse con- 
tenuto in B,, giace per intero in B, o in B, (n° 44); quindi è senza 
altro evidente che gli assi A; debbono distribuirsi fra B, e B}. Ed 
è poi chiaro, per ragioni di dimensione, che essi non possono stare 
tutti in B, o tutti in B,, e che quelli che giacciono in B, (in B,) 
formano ivi un gruppo fondamentale di assi puri. 

Infine, una volta che il carattere simultaneo di B, e B, è nullo, 
deve esser tale quello di due assi A; situati Puno in B, e l’altro 
in By. 

Inversamente, è chiaro che: 


vin Gi 
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Se un gruppo fondamentale 
dg 
di assi puri di una matrice impura può scindersi in due gruppi parziali 
Aia Aon A ni Pemo gga dl 


sì che ciascun asse di un gruppo non sia isomorfo ad alcun asse del- 
Valtro, gli assi B, e B, congîiungenti rispettivamente gli assi dei due 
gruppi sono complementari e isolati. 


49. Ciò posto, si consideri una qualsiasi matrice impura di 
genere p, sia 


(43) ATA de 


un suo gruppo fondamentale di assi puri, e si prenda di mira in 
questo l’asse A,. 

Può darsi che A, non sia vincolato, o, ciò che fa lo stesso, 
isomorfo ad alcun altro asse Aj; ma può darsi anche che di questi 
assi ne esistano. Comunque sia, sì indichi con 


(44) A A AR (<a, <n) 


l’insieme di tutti gli assi del gruppo isomorfi ad A,. 

Adesso, se n, < n, si ripeta per un asse A; che non sia nel 
gruppo parziale (44) il ragionamento fatto per A,; e così si conti- 
nui. Si giungerà alla fine a scindere il gruppo fondamentale (43) in 
m gruppi parziali (m = 1), contenenti successivamente nj, ng zes; Um 
assi, così che due assi appartenenti a uno stesso gruppo parziale 
sono isomorfi tra di loro, mentre due assi appartenenti a gruppi 
diversi sono certo non isomorfi tra di loro. 

Naturalmente sarà 


na + Ra ++ nm =h 
e per ciascuna delle n; sarà 
Iann. 


Se m = 1, la matrice è, per quanto precede, priva di assi iso- 
lati e si ricade in fatti ormai noti; supponiamo dunque m => 2. 


N °—_ _— "___—_r—r— _’_—— e. ———_- 6 rr r———r—e’m@@@@ -——n = = - = 
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Allora la matrice considerata non può ammettere altri assi iso- 
lati all’infuori di quelli che congiungono tutti gli assi A; appartenenti 
a uno o a più degli m gruppi parziali in discorso; e poichè &uesti 
sono realmente isolati, si conclude che nell’ipotesi attuale gli assi 
isolati della matrice sono tutti e soli: 

a) gli assi C,, 33.00, Om congiungenti rispettivamente gli assi 
puri dei singoli gruppi parziali ; 
b) e poi gli assi che congiungono O, ,C,,...} Cm & due a due, 
a tre a tre,.., am-—-lam_—1 in tutte le maniere possibili. 
Il numero totale degli assi isolati della matrice è dunque: 


(1) pu (5) Lp SAR Ki di i) =gm_2, 


Notisi che m&n e che n<p; quindi: 

Se una matrice impura ammette assi isolati, il numero di questi 
è finito e del tipo 2" — 2 (0 < m < p), ed essi son tutti forniti da 
certi m assi complementari O, , Co, ...) Om, nessuno dei quali contiene 
assi isolati (in esso o per la matrice) di dimensione inferiore alla 
propria, e poi dagli assi che li congiungono a due a due, a tre a 
tre,..,a Mm — 1 a m — 1 în tutte le maniere possibili. Inoltre ogni 
gruppo fondamentale di assi puri della matrice si ottiene associando 
fra di loro m gruppi fondamentali di C,, 03, ...3 Om rispettivamente. 

Ora un gruppo fondamentale di un asse C,, una volta che 
questo è privo di assi isolati in esso, o coincide con €;, se O; è 
puro, o consta di assi puri tutti isomorfi e può esser scelto in infi- 
nite maniere diverse, i suoi assi puri essendo però sempre di un 
tipo determinato rispetto alla relazione di isomorfismo, quindi : 

Una matrice impura di genere p o contiene un solo gruppo fon- 
damentale di assi puri, e allora il numero dei suoi assi è finito ed è 
del tipo 2" — 2 (con 0< m <p), o ne contiene infiniti ; ma in questa 
seconda ipotesi i vari gruppi fondamentali contengono tutti lo stesso 
numero di assi puri, per ogni asse dell’uno esistendo in qualsiasi altro 
gruppo un asse îsomorfo a quello, e inoltre in ogni gruppo appari- 
scono necessariamente assi (puri) isomorfi (9°). 


50. Nelle considerazioni che ci hanno condotti all’ultimo teorema 
enunciato sono implicitamente contenuti questi altri (59): 


(52) Scorza, loo. cit. (7) e), f) 
(33) I quali implicano, a loro volta, e generalizzano i teoremi di BoLza e 
Dre FraNCcHIS ricordati in (4°). 
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Una matrice impura priva di assi isolati è sempre isomorfa a 
una matrice composta del tipo : 


VM" Ni 

lo @ 0...0 0 

(45) Mo g 
| 


la matrice œw essendo pura ; 

e: 

Una matrice impura con assi isolati è sempre isomorfa a una 
matrice del tipo 


(46) 


(0) 0 Oasa 0 


dove le matrici W; , Oz,- Om sono due a due non vincolate e inoltre 
ciascuna di esse o è pura o ha Vaspetto (45). 

ll primo di questi dà poi subito che: 

Allorquando una matrice impura è priva di assi isolati, due suoi 
assi qualunque sono isomorfi appena hanno lo stesso genere (0 la stessa 
dimensione) ; 

con che resta generalizzato il teorema del n° 46. 


fee a 


TEOREMI ULTERIORI SULLE MATRICI IMPURE OON ASSI ISOLATI, 


51. Se una matrice riemanniana impura di genere p contiene assi 
isolati e fra questi m (= 2) è il numero di quelli che non contengono 
assi isolati di dimensione inferiore alla propria (94), per gli indici di 
singolarità e moltiplicabilità k e h della matrice si ha : 


k<z(p_m+1f+m_—_2 e ha 2(p—m41 4 2m—3. 


(54) Il teorema è valido per ogni insieme di m assi complementari isolati. 
Ma prendendo per m, come si fa nel testo, il massimo valore possibile si ottiene 
il teorema nella sua forma più significativa. 


E E Sp ne Pipe > a or” ttc6m@m6@6_EM_<= pp ———mr 


INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI ECC. 185 


E infatti siano A,, Ag;-.-3 Am gli assi isolati in discorso e 
siano qj, kj e hj il genere è gli indici di singolarità e moltiplicabi- 
lità dell'asse A; (j = 1, 2,..., m). 

Poichè gli assi A,, Áo, . 3 Am Sono complementari e a due a 
due non vincolati si ha: 


(47) 4a F l F + dm = P, 

(48) k= ki + ko + o + km H m — i, 

(49) h = h + ha + e F hm H m— 1. 
Ma 

(50) Badi e hew = h 

dunque : 


(51) kad Fatal e A2 ae a L 


Allora tutto si riduce a far vedere che, in base alla relazione 
(47) fra i numeri interi positivi g; si ha necessariamente : 


(52) ene desi, 


Ora questa è un’osservazione aritmetica elementare che si giu- 
stifica subito. 
Infatti si ha 


ga= (qy — La -1)+9G+@—-1; 


quindi, estendendo i sommatori a tutte le combinazioni binarie (}, l) 
degli indici 1, 2,..., m: 


m(m— 1) 


— +5(G—-1)@—1), 


Xgja=(m—1)p 

e di qua 

(53) ++. +9,=2°—2Zg9,9,= 
corsara L= 2g 1: 


Ma le differenze qj — 1 sono tutte nulle o positive, quindi segue 
senz'altro la (52). 
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Si osservi che, essendo 2 < m < p, si ha: 


(p — m + 1} + m — 2 = (p — 1} — (m — 2) (2p — m — 1) < (p — 1}? 
e 
2(p—m-+1}+2m—3=2(p—1¥-+1—2{m—2)(2p—m—1)<2(p—1}+1; 


dunque: 

Una matrice impura del genere p con assi isolati ha l’indice di 
singolarità non superiore a (p — 1)? e quello di moltiplicabilità non 
superiore & 2(p—1)}} +1. 

Notisi inoltre che se gli assi Aj sono puri, cioè se la matrice 
contiene soltanto un numero finito di assi, si ha: 


kj S 2q; — 2 e h; < 2q — l; 
quindi 
(54) nigi e h < 2p — 1. 
Di queste diseguaglianze la seconda non insegna nulla di nuovo 
(n° 42); invece la prima, ricordando che m = 2, dà, in particolare : 
(55) k<2p—3. 
Dunque : 


Una matrice impura del genere p che contenga soltanto un numero 
finito di assi ha un indice di singolarità non superiore a 2p — 3 (55). 


52. Se fra le qj del n° precedente ve ne sono r (= 2) maggiori 
di 1, e non più, le disuguaglianze ivi date per k ed h possono esser 
precisate. È 

Le g; maggiori di 1 siano 9,99; --,9, e si supponga 4, = 
<Q <=... <Q: allora 


lr = gre = = QIm=1 0 G+dt+...+g,=p_m+r (rm) 


Poi si ha: 
Z(gg-1b)(a-1)= 


=(a-1)(p-qa,—-m+1){+(-bD(p—a-%&-#t+2)+.. 


ee F (ar — 1) (P — 4; -- 9 — Ir- — M +r — 1) 


(55) SCORZA, loo. cit. (7) e). 
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O IN i i Ne N a a 
+(p—m—g 9. %-+r—-3)= 


"—1)\(r—4 
“riu —(r— 2a — (1—8) 92 —...— 24rs— Gra: 


=(r-1)(p_m)+ 
Se r = 2, nell’ultimo membro di questa espressione apparisce 
semplicemente p — m — 1. 
Sia, adesso, r > 2 e dispari. Si suppongano scritti i termini 
della somma 


(r — 2) q) F (r — 3) ga tt. + 203 + dla 


in r — 2 orizzontali di cui la prima contenga la somma q; + 93 -F .-. 
« + 9-25 la seconda la somma Q, + da + + dra; e, P(r — 20° 
soltanto jl termine q,. Si aggiunga alla somma della prima orizzon- 
tale quella dell’(r — 3)®* dopo aver cambiato i termini g, e q, di 
questa in g,-1 € qr; alla somma della seconda quella dell’(r — 4)®8 
dopo aver cambiato i termini 9,, 9, € qa di questa in g,-23 4-13 4r 
e così via. Verrà: 


— 3 
(_-2)da + (f-3) a+... + 293 + or <7 (@+ dt. + dr) 


tac @-m+ n T, 


Se invece r è pari e > 2, procedendo come or ora, di coppie 


DL: ; Tin 
di orizzontali, esclusa la (r — 2)!®, se ne possono formare 


" ma 
poi resta l’orizzontale (E -— 1) che porta 9,49, +..+9r. Dunque: 
Hi 


(— 2a H a+ ++ mt + 


Dpr e LT IRA drv Boero DA 
IRTA 


r 
Si ha cioè qualunque sia r (= 2) 


(r—2) q, + (r—3) Qt E Spe A a S N EEN a rate ska 
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poichè se r=2 entrambi i membri di questa espressione sono 
nulli. 
Ma allora viene: 


r Lr 2 
Zig iaia tti ai 
e quindi: 
„2 Mk 
EA E Aa (p_m+2r4+m_d 
e: 
r +r—2 


h&a 2(p—mF 1—2 E E o 7. 


$ 10. 
SVILUPPO DI ALOUNI ESEMPI. 
53. Abbiamo già osservato che se una matrice riemanniana è 


ellittica essa è necessariamente pura; e per i suoi soliti indici X 
e h si ha: 


(1) k=0 e h=0, 
oppure 
(I1) k=0 e h=l 


Se la matrice si suppone ridotta con un’operazione A all’aspetto 


|1,a] 
(con x imaginario) si verifica il caso (I) o il caso (II) secondo che « 
non è od è un numero quadratico. 
Se due matrici ellittiche sono vincolate, esse sono anche iso- 
morfe: e il loro carattere simultaneo å è dato da 


71 pl: o T= 
secondo che sono entrambe del tipo (I) o entrambe del tipo (II). 


54. Di qua, tenendo presenti le formule (39) e (40) del n? 47, 
si ha subito che: 

Se una matrice impura del genere p(> 1) non possiede assi iso- 
lati e i suoi assi puri sono tutti (del genere 1 o) ellittici, per i suoi 
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indici k e h o si ha: 


(I) ESTERA e h= p? — 1; 
o si ha 
(II) k= p— 1 e h = 2p? — 1. 


In entrambi i casi la matrice è isomorfa a una matrice avente 
Vaspetto : 


ea VOR E 
0 01 a 0 0 0 
0 0.0 0 0 ig 


e si verifica il caso (I) o il caso (II) secondo che œ~ non è o è un 
numero (imaginario) quadratico (58). 

Quest'ultima osservazione (che segue subito dal n° 50) rende 
senz’altro manifesta l’esistenza delle matrici in discorso. 


55. L’enumerazione dei vari tipi di matrici riemanniane del 
genere 2 è stata già compiuta dal Rosati (?’) e sarà ritrovata più 
innanzi dal punto di vista attuale. 

Da essa risulta che per una matrice pura di genere 2 gli indici 
k e h possono presentare le seguenti quattro alternative: 


=) elb=W0g A> e b= b=1 0 pedi etnei 


mentre per quelle impure si hanno le cinque alternative : 


Quest’ultime si ricavano subito osservando che qui gli assi 
non possono essere che ellittici e che quindi per il calcolo di ke h 


(58) Scorza, loo. cit. (7) f). Ivi il teorema si trova soltanto enunciato, ma 
non vi si tiene conto dei valori di k perchè allora non avevo ancora introdotto 
l'indice di moltiplicabilità. L’enunciato completo apparisoe però nella Nota pre- 
ventiva citata in(7), g). 

(57) Loo. oit. (7), b) e o). 


PI "al vo  —=—proc —<Ep—— ———__ ————e n uo cv$cewopoor rr 3 pPe For — "o_o 009’ 
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si possono adoperare le formule (37) e (38), ove sarà da fare in ogni 
caso k, = k, = 0 e poi h, = 0, 1, h = 0, 1 e 2,2 = 0, 1, 2, badando 
che, allorchè si pone per 2,2 un valore non nullo, k, e họ debbono 
eguagliare entrambi 4,3 — 1. 

Ma allora le formule (39) e (40) del n° 47 dànno che: 

Una matrice impura del genere p priva di assi isolati e è cui 
assi puri siano tutti del genere 2 (cosicchè p è un numero pari, => 4) 
non può presentare che quattro aspetti differenti, tutti realizzabili, e 
caratterizzati dalle seguenti coppie di valori per gli indici k e h: 


(p —2)(p+4) p: 

(I) Ea e he cgerti 
2 2p — 4 2 

(ID kE Di e h= —1; 
UL 

(III) PLR ; 2 e E 

(IV) k= (p =le) e h= p — 1. 


2 


56. Come ultimo esempio calcoliamo gli indici k e h per una 
matrice impura del genere 3. 

Un gruppo fondamentale di assi puri di una tal matrice o 
contiene un asse ellittico e un asse di genere 2; o contiene tre 
assi ellittici. 

Nella prima alternativa i due assi del gruppo sono certo (non 
vincolati fra di loro, cioè) isolati; nella seconda sono tutti e tre 
isolati o non isolati, oppure è isolato uno solo. 

Nel primo caso sugli indici k e h di un asse possono esser 
fatte due ipotesi differenti e su quelli dell’altro ne possono esser 
fatte quattro; dunque si avranno complessivamente 8 tipi differenti 
coi seguenti valori per k e h: 

(ie Ie ded lee e 
x 
$ k=t1, k52; kæ 2, l3; k22, h=5; iosa to: 


Nel secondo caso, se nessuno dei tre assi è isolato, si trovano 
i due tipi del n? 54 per cui si ha : 


(8) k=5, hæg; oppure pet, aala 


C ade. ai 
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se un asse è isolato e gli altri due no, sul primo possono esser 
fatte due ipotesi diverse e lo stesso vale per il suo complementare 
che risulta un asse di genere 2 impuro e privo di assi isolati ; 
dunque si hanno altri 4 tipi, per cui è successivamente : 


(y) = See 4; k= 4, h=8; k === e h=9; 


se gli assi sono tutti e tre isolati si hanno altri 4 tipi differenti 
secondo che l’indice k è 0(01) per tutti e tre gli assi, oppure è 0 
per uno e 1 per due, oppure è 0 per due e 1 per il terzo, alle 
quale ipotesi corrispondono per k e h le coppie di valori 


(6) k=2, h=2; k=2, h=5; k=2,h=4; k=2 e h=3; 


dunque : 
Una matrice impura del genere 3 può presentare 18 aspetti di- 
versi e tutti realizzabili. 


57. Da quanto è detto nel n° 55 risulta che per p = 2 l'indice 
h può assumere il massimo valore di cui allora è capace, cioè 7, 
ma non può essere nè 4, nè 5, nè 6; poichè una matrice del genere 
3 con k >4 o h>5 è certo impura (n° 42), basta guardare le ta- 
belle (a), (8), (7), (ô) del n° precedente per persuadersi che quando 
p=3, k e h possono raggiungere i massimi valori di cui sono 
capaci, cioè 8 e 17 rispettivamente, ma % non può essere nè 6, 
nè 7, e h non può assumere nessuno dei seguenti valori : 


6 7, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16. 


Son questi i primi esempi di fatti che tra poco si vedranno 
verificarsi in generale, appena è, per quanto riguarda k, p > 2, e, 
per quanto riguarda h, p > 1. 


$ 11. 


SUI VALORI MASSIMI E SUI VALORI LACUNOSI DEI CARATTERI k, h E 2. 
58. Per una matrice riemanniana del genere p è, come sappiamo, 

(56) ka p —1 e h =< 2p — 1, 

e per il teorema del n° 54 può essere effettivamente 


k=p° —1 e he PI 
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Ebbene facciamo vedere che: 

Se p>1, nelle (56) valgono insieme i segni superiori o insieme 
i segni inferiori, e quest’ultima circostanza si verifica qnando e solo 
quando la matrice è impura, è priva di assi isolati e î suoi assi puri 
sono tutti ellittici e con Vindice di moltiplicabilità 1. 

Infatti per p > 1 è 


p—rl1>2p—2 e 2p? — 1 œ> 2p — 1 


e quiudi se è k = p? — 1, oppure h= 2p? — 1 la matrice è certo 
impura e contiene infiniti assi puri distinti (n° 42). 
Ma per p> 1 è anche 


p_—l>(p_1° e  29°-1>2(p—1P+1, 


dunque, se k = p? — 1 oppure h= 2p? — 1, la matrice (n° 51) è 
anche priva di assi isolati, cioè il k e Ph debbono esser dati da 
formule come le (39) e (40) e debbono soddisfare a diseguaglianze 
come le (41) e (42). Ma i secondi membri di queste sono certo infe- 
riori a p? — 1 e 2p? — 1, rispettivamente, se vi si suppone q> 1, 
dunque se k = p? — 1, oppure h= 2p? — 1, la matrice è impura, è 
priva di assi isolati e i suoi assi puri sono tutti ellittici. 

Ma allora, per il teorema del n° 54, l’asserzione fatta si può 
considerare come giustificata. 

Ad essa il caso p = 1 fa veramente eccezione, perchè allora k 
è sempre 0, mentre k può essere 0 o 1. 


59. Consideriamo una matrice riemanniana del genere p > 1a 
indici massimi, cioè con k = p? — 1 e h = 2p? — 1. 

Da ogni punto razionale del suo spazio rappresentativo parte 
almeno un suo asse (n° 42); e questo è pure, come si vede subito, 
a indici massimi. Ma allora anche da un qualsiasi punto razionale 
di quest’asse, ove non sia ellittico, parte un asse della matrice ad 
indici massimi, che è contenuto in esso ed è di genere inferiore; 
quindi, ripetendo, ove occorra, questa deduzione, in ogni caso si può 
concludere ehe per ciascun punto razionale dello spazio rappresen- 
tativo passa un asse ellittico della matrice. 

Abbiamo così il teorema: 

Se una matrice riemanniana del genere pl è ad indici mas- 
simi, ogni retta reale appoggiata alle sue imagini può considerarsi 
come retta limite di assi ellittici della matrice. 
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Viceversa : 

Se ogni retta reale appoggiata alle imagini di una matrice rie- 
manniana di genere p> 1 è limite di assi ellittici della matrice, la 
matrice è ad indici massimi (58). 

Intanto è chiaro che la matrice ha infiniti assi ellittici ed è 
priva di assi isolati, poichè se ammettesse due assi complementari 
isolati A e B, gli assi ellittici sarebbero tutti contenuti in A e B 
e il loro insieme non potrebbe avere per rette limiti tutte le rette 
reali appoggiate alle imagini. Quindi per essa si ba: 


(p—_1)(p+ 2) 
oppure 
k=p—1 e kh = 2p? — 1. 


Ma allora il teorema sarà senz’altro dimostrato se facciamo 
vedere che nelle ipotesi attuali la prima alternativa deve essere 
esclusa; e per questo ci basterà stabilire il fatto, per sè stesso 
interessante, che: 

Quando essa si verifica le rette assi della matrice segnano sulle 
sue imagini coppie di punti omologhi in una proiettività e quindi ap- 
partengono a una VE razionale normale (59). 


(58) Questi ultimi due teoremi rivestono il loro maggiore interesse quando 
si riferiscano alle varietà algebriche con integrali ellittici. Vedi Scorza, loo. 
cit. (7) c) ove i teoremi furono enunciati per la prima volta e dimostrati per via 
diversa da quella attuale. Un’altra dimostrazione, per l’uno e per l’altro, è stata 
data dal De FRANCHIS nella sua recente Nota: Sulle varietà con infiniti integrali 
ellittici [Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XL (2° semestre 1915), 
pp. 187-193]. 

A proposito di questi teoremi possono interessare i seguenti esempi. 

La quartica di KLEIN 

x +x,5) +e, cf=0, 
e la quartica di DICK 


CT ae 
xi +r, t r= 0, 


sono del genere 3 e ammettono terne di integrali ellittici indipendenti a molti- 
plicazione complessa e vincolati [v. H. F. BAKER, dn introduction to the theory 
of multiply periodic functions (Cambridge, University Press, 1907), ni 74 e 75]; 
dunque esse sono ad indici massimi, ossia il loro indice di singolarità è 8 e 
quello di moltiplicabilità è 17. 

(59) Questa osservazione, salva la forma dell’enunciato, apparisce già nella 
mia Nota citata in (?), f). Vedi ivi n° 10, a). 
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Se p=2, la cosa è manifesta, perchè allora, risultando k==2, 
i sistemi nulli riemanniani della matrice stanno tutti in una rete e 
quindi le rette assi della matrice sono contenute in una schiera 
rigata ordinaria avente per direttrici le rette imagini della matrice. 
Per estendere il teorema agli altri casi basterà allora far ricorso 
al metodo di induzione matematica osservando che gli assi (impuri) 
della matrice di genere p — 1, p — 2,...,2 presentano tutti lo 
stesso suo tipo; che due suoi assi distinti di genere p — 1 si 
tagliano in un asse di genere p — 2 e che esiste sempre una ed 
una sola omografia tra due $, che subordini proiettività assegnate 
tra due loro coppie di iperpiani, purchè queste inducano la stessa 
proiettività sugli S,_, intersezioni delle due coppie di iperpiani. 


60. Allorchè una matrice riemanniana è ad indici massimi (e 
col genere = 1), ciascun punto razionale dello spazio rappresen- 
tativo ha per coniugato armonico rispetto alle sue imagini un punto 
che è pure razionale; quindi le sue imagini sono gli spazi dei 
punti uniti di un’omografia razionale involutoria dello spazio am- 
biente che risulta, evidentemente, una sua omografia riemanniana. 
E la stessa cosa sta per tutte le omografie razionali del fascio in- 
dividuato da codesta omografia involutoria e dall’identità. 

L'osservazione fatta può essere invertita e quindi: 

In un assegnato Soy_1(p 1) le imagini delle matrici rieman- 
niane a indici massimi sono tutte e sole le coppie di Sp- imaginari 
coniugati indipendenti che possono considerarsi come spazi fondamen- 
tali di omografie razionali non identiche. 

Consideriamo, adesso, una matrice di RIEMANN e il suo gruppo 
di moltiplicabilità. E 

Questo induce su ciascuna delle due imagini della matrice un 
gruppo di omografie che è ad esso isomorfo. Se l isomorfismo non 
è oloedrico, esiste nel gruppo di moltiplicabilità qualche omografia 
che senza essere identica subordina sulle imagini l’identità. Ma al- 
lora, per quanto precede, la matrice è ad indici massimi. 

In questo caso, poi, l’isomorfismo è veramente non oloedrico, 
dunque : 

Il gruppo di moltiplicabilità di una matrice riemanniana induce 
sulle sue imagini dei gruppi di omografie a cui esso è oloedricamente 
isomorfo, eccettuato soltanto il caso in cui la matrice sia ad indici 
massimi (8°), 


(50) A proposito del gruppo di moltiplicabilità di una matrice riemanniana 
giova osservare che, se questa è impura, il gruppo opera sull'insieme dei suoi assi 


— a "cu s aG 
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61. Anche il teorema del n° 51 può essere adesso precisato ; 
noi possiamo cioè domandarci se e quando accade che nelle rela- 
zioni ivi scritte 


kz(p-m+1}f+m_—- 2, h < 2 (p — m + 1} + 2m —3 


valgano i segni di eguaglianza. 
Evidentemente ciò non può avvenire se non quando sia, man- 
tenendo le notazioui allora adoperate, 


(57) Z (q; — 1) (q — 1)= 0 


e poi nel primo o nel secondo gruppo delle (50) valgano sempre i 
segni di eguaglianza. 

Ora la (57) porta che tutte le qj debbono essere uguali a 1, 
tranne al più una che per la (47) deve essere allora uguale a 
p—_m-|.-1, dunque: 

Perchè nelle relazioni considerate si abbia per k o per k il segno 
di uguaglianza occorre e basta che uno degli assi A; sia del genere 
p—m + 1 e gli altri siano tutti ellittici, e poi che essi siano tutti 
a indice massimo di singolarità o, rispettivamente, di moltiplicabilità. 

Iu particolare risulta di qui che per una matrice di genere p 
con assi isolati i valori massimi di k e h sono proprio (cfr. n° 51) 
(p — 1)? e 2(p— 1 +1, rispettivamente. 


62. E ora dimostriamo che : 
Se una matrice riemanniana è del genere p > 3, il suo indice 
di singolarità k non può essere uguale ad alcun numero della serie 


(p—1f+1,/ la-1+2,..,9°—2. 


In altri termini dobbiamo far vedere che, se p > 3, è assurdo 
supporre ; 
(p—1?<k<p—1. 


É infatti se fosse k >(p — 1) sarebbe pure, visto che è 
anche p>3, %X>2p — 2, cioè la matrice sarebbe intanto (n° 42) 


puri in modo assolutamente transitivo quando e solo quando la matrice è priva di assi 
isolati. Si tengano presenti per ciò i ni 43 e 46 e si badi che due assi distinti 
equivalenti rispetto al gruppo di moltiplicabilità sono vincolati e quindi non 
possono essere isolati. 
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impura, e poi (n° 51) essa sarebbe anche priva di assi isolati. Se 
i suoi assi puri fossero ellittici, essendo, per ipotesi, k< p? — 1, 
dovrebbe essere 


pu T 
AeA 


e se i suoi assi puri fossero di genere q >1 sarebbe 


n 


i (e Sue AI 
fe ble Er (p iani Bol 


dunque, in ogni caso, si avrebbe 


a PT D+? 
Tr 2 
e quindi 


(p—-1) +2) 
(p= + a LEa, 


cioè 
N: 


Ora questo è impossibile, se, come si è supposto, p > 3. 

Se p= 3 la serie dei valori di k presenta ancora, come sap- 
piamo, delle lacune, ma queste sono soltanto due e non tre, come 
darebbe questo teorema, ove sussistesse per p= 3. 

In modo perfettamente analogo si vede che: 

Se p> 1, l’indice di moltiplicabilità di una matrice rieman- 
niana di genere p non può assumere alcun valore della serie 


2(p—1}+2, 2(p—1f+3,..,2p?°—2 


63. Non è da credere che i teoremi precedenti diano tutte le 
lacune di k e h per ogni valore di p; così per esempio potremmo 
far vedere che: 

Se p > 6 sono lacunosi per k tutti è valori della serie 


(p—- 2° +4, (p_2°+5,...,(p—1°—1 
e se p>9 sono lacunosi per k anche tutti i numeri della serie 
(p — 3} +9, (p— 3P +10,.., (p — 2} — 1; 


e qualcosa di analogo potremmo stabilire per h. Ma poichè non 
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potremmo assegnarli tutti per ogni valore di p, preferiamo non 
entrare in particolari minuti che, sotto quella restrizione, non sa- 
rebbero, poi, interessanti. 

Osserveremo piuttosto che : 

Se p >1, ogni valore della serie 


0 Zi eni 


può essere effettivamente assunto da k. 

Intanto è fuori dubbio che k può assumere, qualunque sia p, 
il valor zero; e ci è pur noto che il teorema è vero per p = 2 e per 
p = 3. Cosiechè per dimostrarlo in generale possiamo supporre 
p >3 e snpporre inoltre che il teorema sia vero per tutti i valor i 
del genere inferiori a p. 

Allora l'indice di singolarità di una matrice di genere p — 1 
potrà assumere ciascun valore della serie 


(Io 


e quindi l'indice di singolarità di una matrice riemanniana di 
genere p, composta con una matrice ellittica e una matrice di genere 


p — 1 non vincolate fra loro, potrà bene assumere i valori 
Io eco A 


Inoltre essendo p > 3 si può spezzare p nella somma di due 
numeri interi q} © 9g, maggiori entrambi di 1; e allora basta con - 
siderare una matrice di genere p composta con due matriei rieman - 
niane non vincolate dei generi qg; € qa, con gli indici di singolarità 
29, — 1 e 20, — 1, per avere una matrice di genere p con l’indice 
di singolarità 2p — 1. 

Allo stesso modo si vede che : 

Qualunque sia p, ogni valore della serie 


0, 1, 2,..,2p—_ 1 
può essere effettivamente assunto dall’indice h. 
64. Passiamo ora ad alcune semplici cousiderazioni sul carat- 


tere simultaneo 4 di due matrici riemanniane œw e w’ dei generi p e p’. 
Se w e œw non sono vincolate si ha senz’altro å = 0. 
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Se sono vincolate e sono entrambe pure, è necessariamente 
p= p’ e à eguaglia l’indice di moltiplicabilità di œw e œw’ aumentato 
di 1. Ma questo indice (n° 42) è inferiore a 2p, dunque: 


2< 2p. 


Se sono vincolate e sono una pura e l’altra impura, supposto 
che quella pura sia ©, Si ha senz’altro p < p’. Poi, una volta che 
w e œw’ sono vincolate, in un qualsiasi gruppo fondamentale di assi 
puri di œ’ esiste un gruppo parziale ed uno solo (che può anche 
coincidere col gruppo totale) di assi puri di genere p vincolati (o 
isomorfi) fra loro e vincolati (o isomorfi) ad œw; dove, beninteso, la 
frase «gruppo parziale » è adoperata nello stesso senso che nel n° 
49. Detto m il numero di questi assi puri e % il loro indice di mol- 
tiplicabilità eguale a quello di œw, risulta [n° 41, a)] 


à =m(h 4+ 1). 
Ora mp <p’ e h < 2p — 1, dunque 
2< 2p. 


Supponiamo infine che œw e œw’ siano vincolate ed entrambe 
impure. 

Allora in un qualsiasi gruppo fondamentale di assi puri di œw 
esistono uno o più gruppi parziali, diciamo, di m} , Mo ,..., Mj assi 
puri dei generi 9, ,93,-»,9s tali che gli assi di ciascun gruppo 
sono vincolati fra di loro e vincolati a quelli di un gruppo parziale 
analogo di un gruppo fondamentale di w’. Detti rispettivamente 
Mi, 3, +.,mj i numeri degli assi di questi ultimi gruppi parziali, 
assi che risultano degli stessi generi qf, qə, ,q;, avremo : 


1...j 1... 
A= X m mi (+ 1) <2Tm mid, 
t ns t 


dove h, sta ad indicare Vindice di moltiplicabilità comune degli assi 
puri dei t gruppi parziali considerati. 
Supponiamo, come è lecito, mi > ms > ... > mj; allora 


1... 
A<2m £ mg < 2m; p. 
t 
Ma mi< M dunque 
q , 
1 


, 


edi 
44 
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Se q, = 2, il che accade certo se almeno una delle due matrici 
è priva di assi ellittici, di qua si trae 


a <pp'. 
Se q, = 1, basta che sia my < p'— 1 perchè venga 
1< (p — 1). 


Se q = 1 ed m; = p’, œ è priva di assi isolati e quindi j = 1 
e per 4 si ha: 
i = m; mi (hi + 1) = m, p’ (hi + 1). 


Qui poi kh <1; se h, = 0, viene 
WE, 
e quindi, una volta che per ipotesi p’ > 1, è ancora a fortiori 


A<2p(p—1); 
se kh = 1 viene 
2 = 2m, p’ < 2 pp’, 


verificandosi il segno di uguaglianza solo se m, = p, nel qual caso 
w e œw sono entrambe a indici massimi. 

Riassumendo, possiam dunque asserire che : 

Se A è il carattere simultaneo di due matrici riemanniane œ e w 
dei generi p e p', secondo che w e œ sono entrambe pure, o sono la 
prima pura e la seconda impura, sì ha à < 2p, oppure À < 2p'. Se sono 
entrambe impure sì ha A = 2 pp’ quando, e solo quando, w e œ’ sono 
vincolate ed entrambe a indici massimi; se sono entrambe impure e 
almeno una non possiede assi ellittici sì ha å < pp'; se sono entrambe 
impure e almeno una, per es. la œw, non è ad indici massimi, sì ha 
A< 2p(p—- 10 

In particolare, se 7 > 0, viene 7 = 2pp' o quando @ e w’ sono 
entrambe impure e ad indici massimi; o quando sono entrambe 
pure, ma p = p' = 1 e il comune indice di moltiplicabilità è 1, o 
quando la prima è pura con p=1 ed h = 1 e la seconda è impura 
ad indici massimi. Dunque: 

Il carattere simultaneo di due matrici riemanniane vincolate dei 
generi p e p' raggiunge il massimo valore di cui è suscettibile, cioè 
il valore 2pp', quando e solo quando esse sono a indici massimi. 
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E risulta ancora facilmente che : 
Se p'=p>1, sono certo delle lacune per A tutti i numeri della 
serie 
2p(p'— bb p p ED 


Basta osservare che se p’ > p > 1 si ha: 


2p(p° — 1) = 2p"(p—l)=pp = 2p" = ?p. 


$ 12. 


GLI PSEUDO-ASSI DELLE MATRICI RIEMANNIANE. 


65. Le ricerche esposte fin qui si riferiscono di preferenza alle 
matrici impure, ma esse suggeriscono spontaneamente una estensione 
che porta a considerazioni valide per tutte le matrici riemanniane. 
Riserbandoci di tornarvi in avvenire per dare ad esse un aspetto 
meno incompiuto, vale la pena di chiarire fin da ora il punto di 
partenza. 


66. Si consideri una matrice riemanniana e si prendano di mira, 
per es., i suoi sistemi nulli riemanniani. Essi individuano una to- 
talità lineare che ha per dimensione l’indice di singolarità della 
matrice. 

Ebbene, se per molte delle questioni riguardanti la matrice, i 
sistemi di questa totalità che occorre considerare sono soltanto quelli 
riemanniani, cioè quelli razionali, per altre, invece, giova conside- 
rarli tutti; noi li diremo i sistemi nulli della matrice. 

Fra di essi quelli, per altro, che più interessa di tener presenti 
sono i sistemi nulli reali. Appena l’indice di singolarità della ma- 
trice supera lo zero, fra questi, come vedremo, ne esistono neces- 
sariamente di quelli che sono anche singolari e la configurazione 
dei loro assi riveste, per Jo studio delle proprietà della matrice, una 
particolare importanza. 

Un sistema nullo reale della matrice si dirà principale se, al- 
l’infuori del fatto che esso non è, eventualmente, razionale, si com- 
porta rispetto ad essa come un sistema nullo riemanniano principale. 

Un tal sistema nullo sarà dunque certo non singolare e, se la 
matrice è di genere superiore a 1, il complesso lineare che esso de- 
finisce non conterrà alcuna delle rette reali appoggiate alle imagini 
della matrice. 
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Accanto ai sistemi nulli della matrice introdurremo anche le sue 
reciprocità ed omografie (riemanniane o no), alla cui definizione si 
perverrà procedendo allo stesso modo che più sopra. Sì le une, che 
le altre costituiscono una totalità lineare avente per dimensione 
l'indice di moltiplicabilità della matrice. 


67. Per la chiarezza di quanto dovrà esser detto fra poco giova 
richiamare alcune semplici nozioni sui sistemi nulli di uno spazio 
lineare nell’ipotesi, che sola ci interessa, che la dimensione di que- 
sto spazio sia dispari. 

Consideriamo dunque un $,,_1 2(p=1) e stabiliamo in esso, 
al solito modo, un sistema di coordinate proiettive omogenee per i 
punti e gli iperpiani. Poi prendiamo una forma bilineare alternata, 
non identicamente nulla, in due serie di 2p variabili indipendenti 
e poniamola uguale a zero. 

Interpretando le due serie di variabili come le successioni delle 
coordinate di due punti o di due iperpiani di $, I equazione così 
ottenuta darà luogo, a seconda del caso, a un connesso di punti o 
a un connesso di iperpiani, che si dirà, rispettivamente, un sistema 
nullo luogo o un sistema nullo inviluppo. 

Ove sia p > 1, un sistema nullo luogo definisce in ® un com- 
plesso lineare di rette, mediante le rette che congiungono coppie 
di punti coniugati ; e un sistema nullo inviluppo definisce un com- 
plesso lineare di Səp—3, mediante gli $,,_3 secondo cui si interse- 
cano coppie di iperpiani coniugati. 

Supposto sempre p > 1, può accadere che un sistema nullo luogo 
o inviluppo sia singolare di specie (necessariamente pari) 2l. Nel 
primo caso l’asse del sistema sarà lo 8_; luogo dei punti singolari; 
nel secondo, si dirà invece asse del sistema lo Sxp-y-1 per cui 
passano (tutti e soli) gli iperpiani singolari. 

Un sistema nullo luogo, rappresentato dall’equazione 


1...2p 


(58) È ars Er Ys = 0 (ars F dsr = 0), 
e un sistema nullo inviluppo, rappresentato dall’equazione 
1...2p È 
(59) 2 Ars Sr Ns = 0 (ars + Xs, r = 0), 
r,s 
si dicono coniugati allorchè si ha ; 


1...2 
(60) E tpa Ors = 0 
r,s 
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In particolare, supposto p > 1, se il sistema nullo (58) è dotato 
di un $S,,_yz-asse, la (60) esprime che quest’asse appartiene al com- 
plesso lineare di $,_3 definito da (59); e se il sistema (59) è dotato 
di una retta asse, la (60) esprime che questa appartiene al complesso 
lineare di rette definito da (58). 

Un sistema nullo non singolare di X, nel senso ordinario della 
parola, dà luogo a un sistema nullo luogo e ad un sistema nullo 
inviluppo, ove si riguardi una volta come connesso di punti e upal- 
tra come connesso di iperpiani. Questi ultimi due sistemi risultano 
entrambi non singolari e si individuano a vicenda; noi diremo per- 
ciò che Puno aderisce all’altro. 


68. Ciò premesso, diciamo w una matrice riemanniana di genere 
p, con gli indici k e h, e indichiamo, al solito, con 5, z e 7 il suo 
spazio rappresentativo e le sue imagini. 

La totalità JT dei sistemi nulli di © è, in sostanza, la totalità 
lineare dei sistemi nulli luogo di S individuata dai sistemi nulli 
luogo razionali rispetto a cui 7 e T sono autoconiugati. 

Ebbene, chiamiamo JI’ la totalità lineare dei sistemi nulli in- 
viluppo di £ congiungente i sistemi nulli inviluppo razionali ri- 
spetto a cui t e 7 (concepiti come sostegni di stelle di iperpiani) 
sono autoconiugati, e facciamo vedere che: 

L'elemento generico di IP è il sistema nullo inviluppo aderente 
allelemento generico di II; 

per modo che, in particolare, H’ avrà, come ZI, la dimensione k. 

Indichiamo con 


fig ORARIE ERBA E 
le equazioni di k + 1 sistemi razionali indipendenti di J e con 


A6=0, Aj=0,..., Ab=0 


le equazioni di k’ --- 1 sistemi razionali indipendenti di I’, ove, per 
il momento, k’ sta a rappresentare la dimensione di IM’. 
L’equazione di un sistema qualunque di JZ sarà del tipo 


(61) A Ao bid, Ai es Pardo 
e quella di un sistema qualunque di JI’ avrà l'aspetto 


(62) Ho Ab —- Mi Ai + ese |+ Po Ak = lh 
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Ciò posto, troviamo l’equazione del sistema nullo inviluppo ade- 
rente al sistema nullo luogo (61), nell’ipotesi che le Z siano numeri 
generici assegnati, e scriviamo le condizioni necessarie e sufficienti, 
perchè questa equazione possa ridursi, per una conveniente scelta 
dei parametri u, all’equazione (62). 

Si otterranno nelle u p(2p — 1) — 1 equazioni lineari omogenee 
i cui coefficienti saranno polinomi nelle Z del grado p — 1. 

Ora che il sistema nullo inviluppo aderente al sistema nullo 
luogo razionale generico di IT appartenga a I’ è evidente, per la 
definizione stessa di II”; quindi, codeste equazioni lineari, se le 4 
sono numeri razionali generici risultano compatibili e permettono 
di determinare univocamente i rapporti mutui delle u. Ma allora 
le due circostanze si debbono verificare anche se le Z sono numeri 
generici qualunque, e quindi il teorema è dimostrato. 

Insomina, con espressione meno precisa ma più suggestiva, pos- 
siamo dire che: 

I sistemi nulli di una matrice riemanniana costituiscono una to- 
talità lineare sia che si riguardino come connessi di punti, sia che si 
riguardino come connessi di iperpiani. 

Occorre appena avvertire che questo teorema è significativo 
solo nel caso in cui sia p=3; poichè se p = 1 la distinzione fra 
sistemi nulli luogo e sistemi nulli inviluppo è priva di valore, e se 
p= 2 qualunque totalità lineare di sistemi nulli generalmente non 
degeneri è tale, sia che essi si riguardino come sistemi nulli luogo, 
sia che essi si riguardino come sistemi nulli inviluppo. 


69. Prima di procedere innanzi osserviamo che per le recipro- 
cità di œ, premesse considerazioni analoghe a quelle del n° 67, 
sussiste lo stesso teorema che più sopra è stato enunciato per i si- 
stemi nulli. Inoltre un ragionamento della stessa natura di quello 
fatto nel n° precedente permette di asserire che: 

La totalità lineare delle omografie di œw è anche un gruppo (con- 
tinuo ad h parametri). 

In queste proposizioni, per quanto esse siano semplici e quasi 
immediate, son da ravvisare le proprietà fondamentali delle totalità 
di enti ora introdotte per ogui matrice riemanniana. Ciò è ben 
chiaro a priori; ma è confermato dalle considerazioni che seguono, 
nelle quali vien presa di mira soltanto la totalità dei sistemi nulli. 

Questa limitazione è consigliata da varie ragioni; ma, segnata- 
mente, dal fatto che quando sia nota la configurazione dei sistemi 
nulli degencri di una matrice riemanniana, si ha in questo il mezzo 
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più semplice e più potente per caratterizzare i vari aspetti che pos- 
sono essere assunti dal gruppo delle sue omografie. 

Veggasi, per una conferma di questa asserzione mediante un 
esempio, il $ 3 della Parte Seconda. 


70. Adesso consideriamo tutti i sistemi nulli luogo e inviluppo 
dello spazio rappresentativo 2 di œ, rispetto a cui t e T sono au- 
toconiugati, e riferiamoli omograficamente in modo reale, ai punti 
e agli iperpiani di un Sy_1, 2°, sì che un punto e un iperpiano 
di 2° si appartengano quando, e solo quando, sono imagini di un 
sistema nullo luogo e di un sistema nullo inviluppo fra loro coniu- 
gati. Inoltre, per limitarci al solo caso interessante, supponiamo 
senz'altro che sia p > 1. 

Allora sorgeranno entro Z’ due serie di varietà, Puna di punti 


Pi TANO o adobe 
l’altra di iperpiani 
DPI), DA, PP), 


delle quali 7 © sarà Vimagine dei sistemi nulli luogo dotati di un 
asse avente la dimensione > 2 — 1, e P® sarà l’imagine dei siste- 
mi nulli inviluppo dotati di un asse avente la dimensione <2(p — l) — 
— 1. Ognuno di questi assi sarà poi un Sm—ı appoggiato a t © 
z secondo {a 

In particolare un iperpiano œ di D(2-1) risponderà a un siste- 
ma nullo inviluppo dotato di retta asse e questa retta sarà appog- 
giata a t e 7 in due panti A e d'; e quindi per un’osservazione 
del n° 67 e per il modo usato nella rappresentazione, i punti di « 
risponderanno ai sistemi nulli luogo i cui relativi complessi lineari 
contengono la retta A A”. 

Ma allora, se si tien conto di quanto è detto al n° 15 della 
Memoria citata in (7) h), si può supporre che le varietà F® e DO ora 
introdotte coincidano con quelle ivi indicate con gli stessi simboli 
e quindi possiamo valerci per esse di tutte le proprietà ivi stabilite. 


71. In particolare ricordiamo che Fl! è un’ipersuperficie d’or- 
dine p; che le varietà Y@®,F®,.,..,F(P_1, delle quali ciascuna 
contiene quelle che le seguono, sono le varietà dei suoi punti dop- 
pi, tripli, ..., (p—1)pli; che F(P_1) è una varietà di SEGRE di 
2° specie, con gli indici (p—1,p — 1), e che F(2-2, Plr3), 
..,3 E sono le varietà riempite dalle corde, dai piani trisecanti, 

; dagli Sp: (p — 1)-secanti di F(2-1), 
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La 1) contiene poi una schiera [j] della dimensione 
2(j+1)(p—j—1) di varietà I(j= 0, 1,..., p — 2), ciascuna delle 
quali è ancora una varietà di SEGRE (di 2? specie, con gli indici 
eguali a j, se j> 0); e al variare di Lij entro [j] il suo spazio 
di appartenenza ol descrive la varietà F (2-7, 

Uno spazio o, avente la dimensione (j +1)? — 1, è imagine, 
entro 2", dei sistemi nulli luogo di X, che mutano in sè 7 e Te 
hanno per asse uno stesso $y,_;3, appoggiato a t e 7 secondo 
Sp-j-2; oppure uno spazio passante per esso. 

Per le varietà Y, 2, .., D'r_1) valgono le considerazioni 
duali, e quindi, in particolare, si avrà per D(P_D una schiera {j} 
di varietà 4‘, avente per essa lo stesso significato che la schiera 
[j] delle L ha per F(P_L. 

La stella cui appartiene una 4 si dirà una sl, e lo spa- 
zio sostegno di una sl? si dirà un SO). 

Al variare di ‘5 entro {j}, la stella s descrive la varietà 
(P_i), e una stella s! è l’imagine, entro 5’, dei sistemi nulli che 
hanno per asse uno stesso $;11, appoggiato a t e t secondo un 
“j, oppure uno spazio contenuto in esso. 

Lo spazio tangente ad Fi! in un suo punto generico A 
tocca la varietà in tutti i punti dello spazio of? che passa per A; 
ed esso è, da una parte uno spazio S(P-i5-2 — per modo che 
U+) è la varietà degli iperpiani tangenti ad F(P-/1 — e, dal- 
l’altra, lo spazio tangente ad F(P_1) lungo la varietà LO apparte- 
nente a quel g, cioè lo spazio congiungente gli spazi tangenti ad 
F(P-1 nei singoli punti di Z. Anzi lo spazio æ e la stella 
s(p_i-2) che ha per sostegno lo S{P-i-2) tangente in esso ad 
(P(2-i-1) rispondono, nei modi chiariti più sopra, a uno stesso 
Sxp-j-3; appoggiato a t e z secondo Drsna 

Infine ricordiamo che dai punti reali di F'! si può staccare 
una parte, quella che diciamo la prima falda di FU, la quale è 
atta a dividere in due regioni i punti reali dello spazio ambiente 
che non appartengono ad essa. 

I punti interni a questa prima falda sono le imagini dei sistemi 
nulli luogo reali di X, i cui relativi complessi lineari di rette non con- 
tengono alcuna delle rette reali appoggiate a z e z. In particolare, dun- 
que, saranno punti interni alla prima falda di F® tutti i punti imagi- 
ni dei sistemi nulli principali di œ (concepiti come connessi di punti). 


72. Ciò posto, consideriamo in Æ un sistema nullo non dege- 
nere che muti in sè 7 e 7. 
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Riguardandolo una volta come connesso di punti e un’altra 
come connesso di iperpiani, resteranno coordinati ad esso, in base 
alla rappresentazione di cui sopra, un punto P e un iperpiano x 
die 

Ebbene è facile riconoscere che: 

Il punto P ha per iperpiano polare rispetto a FL) Viperpiano x; 
o che: 

L’iperpiano x ha per polo rispetto a DA) il punto P. 

Quindi : 

La corrispondenza (fra punti e iperpiani) che sì ottiene in X' 
coordinando a ciascun punto il suo iperpiano polare rispetto ad FW 
è generalmente biunivoca, ossia è una trasformazione cremoniana, che 
indicheremo con T. 

I due sistemi omaloidici di ipersuperficie luogo e inviluppo, 
cui dà origine 7, sono, nello spazio di punti, il sistema delle pri- 
me polari di F® e, nello spazio di iperpiaui, il sistema delle prime 
polari di PO. Cosicchè, nei due spazi, gli elementi eccezionali di 
T sono dati dai punti di F (in particolare di F®, F9, ... , F (2—8) 
e dagli iperpiani di P®@ (in particolare, di PN, DA, ..., Pe_L). 


73. La considerazione della corrispondenza 7 introdotta nel 
n° precedente è fondamentale per la determinazione dei vari aspetti 
che, per un dato valor di p, può presentare il sistema Z/. 

Se p = 2, nel qual caso, d’accordo con un’osservazione prece- 
dente, 7 è una polarità ordinaria non degenere, non vi è luogo, ve- 
ramente, ad alcun problema, perchè allora k può assumere tutti 
i valori di cui è suscettibile, e per ogni valor di k, il sistema M 
non può presentare, dal punto di vista proiettivo, che un aspetto 
e un aspetto solo. Ma non è così quando p>2, perchè allora 
l’indice k presenta delle lacune e per uno stesso valor di k pos- 
sono aversi per I tipi proiettivamente diversi. 

Ora da quanto è stato detto, badando che se u e u’ sono lo 
spazio lineare e la stella di iperpiani di Z’ rispondenti ai sistemi 
II e Il di £, x è la trasformata di u nella corrispondenza 7, se- 
gue appunto che: 

La determinazione degli aspetti possibili proiettivamente distinti 
per il sistema II dipende innanzi tutto dalla determinazione degli 
spazi lineari di X' che dalla corrispondenza cremoniana T sono mu- 
tati in stelle di iperpiani. 

Questa osservazione può essere utilizzata in più modi; qui ce 
ne serviamo soltanto per dedurre una proprietà generale del siste- 
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ma ZI, nella quale è da ravvisare l’intimo fondamento di tutta la 
teoria delle matrici impure. 

Per questo ci è necessario esaminare, in primo luogo, il com- 
portamento degli elementi eccezionali di 7. 


74. Consideriamo, pertanto, in >” un punto A che appartenga 
ad F®, ma non ad FD (se l< p— 1), cioè un punto che sia 
l-plo e non più che l-plo per F®, e vediamo come esso si comporta 
rispetto alla corrispondenza 7. Naturalmente supponiamo qui che sia 
p > 2, poichè in caso contrario non vi sarebbe luogo a parlare di 
punti eccezionali. 

Se t1= 1, A è un punto semplice di FO; quindi non è ecce- 
zionale per T e l’iperpiano che ad esso corrisponde in T è Piper- 
piano ivi tangente ad FM. Anzi codesto iperpiano (che appartiene 
a PP_L) corrisponde non solo ad A ma a tutti i punti dello spazio 
o P—2) di FA, passante per A, che risultano semplici per FO), 

Se 1>1, A è un punto multiplo di Fl), cioè un punto ecce- 
zionale per T e allora per trovare la varietà di iperpiani che ad 
esso corrisponde gioverà procedere nel modo che segue. 

Si dica « lo spazio tangente ad F® in A, Lo spazio œ toccherà 
PU in tutti i punti dello spazio o 2—0), diciamo 012!!! che passa 
per A; sarà il sostegno di una stella #0 di iperpiani apparte- 
nenti a D2-5, toccherà F(P_V in tutti i punti della sua LI), 
diciamola La nr appartenente a Pi Vieni e avrà infine la dimen- 
sione p? — P — 1. 

Fra le prime polari di F®, che passano tutte per F® e han- 
no in F® una varietà (l — 1)-pla, consideriamo quelle che passano 
per un punto infinitamente vicino ad A in una direzione non con- 
tenuta in a, cioè che hanno in A un incontro /-punto con una 
retta t, passante per A ma non situata in x. Esse formano un si- 
stema lineare co?°-? e l’iperpiano contenente i loro poli sarà Piper- 
piano omologo in T al punto di t infinitamente vicino ad A. 

Ora la polare (p — > di A rispetto ad FU, cioè il cono 
osculatore ad F® nel suo punto l-plo A, è un cono di vertice a, 
cioè ha nn punto /-plo in ogni punto di «, quindi la prima polare 
di ogni punto di a ha un punto l-plo in A. Segue che fra le pri- 
me polari sopra considerate compaiono certo quelle dei punti di a, 
e quindi l’iperpiano corrispondente in T al punto di t infinitamente 
vicino ad A passa per g, cioè è un iperpiano di DD, 

Poichè una prima polare di F® ha in A un punto (1 — 1)-plo 
e ha per cono osculatore in A un cono di vertice «, basta che essa 
abbia incontro l-punto con t, perchè abbia un incontro analogo con 
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ogni retta uscente da A e situata nello Spx che da « proietta t; 
quindi gli infiniti iperpiani omologhi in 7 al punto A restano, 
intanto, biunivocamente coordinati agli Sp.» della stella æ, e que- 
sto implica che essi sono tutti e soli gli iperpiani di DP_V ap. 
partenenti alla stella a. 

Ma le cose possono essere ulteriormente precisate. 

In primo luogo il cono osculatore ad F® in A, in quanto è 
la polare (p — 1} di A rispetto ad 7, passa semplicemente per 
la varietà F(P_4+1, che è (p — 14 1)pla per F®., D’altro canto 
se DI è fadatb” gi Po complementare ad ere: Vipersu- 
perficie congiunta ad LIT (61) appartiene ad 797 ed ha Pordine 
l, dunque quel cono è nient'altro che il cono proiettante da œ que- 
sta ipersuperficie, cioè è la polare mista di p — l punti generici di 
perte o anche un cono, diciamolo E del sistema che nella 
Memoria più volte citata è detto sistema [V,_;}. In particolare si 
si noti che V,%, è, nella stella di centro æ, concepita come totalità 
dei suoi Ss», un’ipersuperficie della stessa natura di F e quin- 
di un S,.e della stella corrisponde al suo iperpiano polare ri- 
spetto a vio, in una trasformazione cremoniana 7! della stessa 
natura di 7. 

Ora si supponga che mediante 7 allo Sr at, passante per q, 
resti coordinato l’iperpiano o. La prima polare del punto generico P 
di 0, che ha in FO una varietà (Z— 1)-pla, ha in 4 un cono 
osculatore d'ordine l — 1, che, nella stella a, è semplicemente la 
prima polare dello Sp:_w « P rispetto a Ult e di più quel cono 
osculatore ha uno Spr generatore nello spazio at. Ma allora o è 
l’iperpiano polare di at rispetto a Vis,» ossia T® è appunto la 
trasformazione che 7 induce fra gli $,:-_we gli iperpiani della stella æ. 

Riassumendo abbiamo : 

Nella corrispondenza ‘Tal punto A di F® corrispondono, se 
l> 2, infiniti iperpiani. Essi sono gli iperpiani della stella s0-1 di 
Pio! avente per vertice x e quindi non mutano al mutare di A entro 
o? pr). Ognuno di essi è poi coordinato mediante T a un Spon u- 
scente da a, e la corrispondenza che per tal modo T stabilisce nella 
stella a è la corrispondenza cremoniana TO, della stessa natura di T, 
ivi fissata dal cono Vjat. 

Di qua deduciamo una conseguenza importante. 


(8!) Per queste denominazioni vedi la Memoria citata in (7) k) ni 12 e 13, 
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Fra gli iperpiani di D(2-) passanti per « ve ne sono di quelli 
che appartengono anche a @P_4+1, o DP_+2, ..., o B-D; ma, 
applicando a 7 le considerazioni fatte per T si riconosce che a 
uno Sw della stella æ corrisponde un iperpiano di P(P_1, oppure 
infiniti iperpiani di DP-2 o di Dr_3), ..., o di 2—1) secondo che 
esso è uno spazio generatore semplice oppure uno spazio generatore 
doppio, triplo, ..., 0 (1 —1)-plo di Vy2:; quindi a uno Sp della 
stella x che non appartenga a Vp corrisponde certo un iperpiano 
che appartiene a -D ma non a Pet, 

In tale condizione sì trovano, in particolare, gli Sp—u che vanno 
da a ai punti reali interni alla prima falda di FU), poichè questi 
sono anche interni alla prima falda di V. 

Per quel che segue giova enunciare una parte dei risultati 
conseguiti guardando, anzi che allo spazio 2”, alle totalità di si- 
stemi nulli che esso rappresenta. Badando alla penultima osserva- 
zione del n° 71 si ottiene così il teorema: 

Sì considerino le due totalità lineari dei sistemi nulli luogo e 
inviluppo di 5 che mutano in sè 1 e t e si chiamino omologhi due 
elementi delle due totalità allorchè uno aderisce all’altro. Sorge allora 
Fra le due totalità una trasformazione cremoniana nella quale ad ogni si- 
stema nullo luogo non degenere corrisponde uno ed un solo sistema nullo 
inviluppo non degenere, mentre ad un sistema nullo luogo dotato di 
asse corrispondono gli infiniti sistemi nulli inviluppo degeneri che han- 
no lo stesso suo asse, oppure che hanno per assi spazi contenuti in esso. 


75. Ciò posto, riprendiamo a considerare le imagini u e w’ di 
H e IT’ nello spazio 2°. 

La stella w è, in T, la trasformata dello spazio lineare u: di 
più, corrispondentemente ai sistemi nulli principali di œ, lo spazio 
p contiene certo dei punti interni alla prima falda di F®; quindi, 
in base alle osservazioni fatte : 

Per ogni eventuale sistema degenere di II esiste almeno un siste- 
ma degenere di II che ha per asse lo stesso suo asse (e non uno 
spazio di dimensione inferiore ivi contenuto); e viceversa. 

È questa la proprietà generale di // cui più sopra abbiamo 
alluso e che ci condurrà subito a conseguenze interessanti. 


76. Chiamiamo pseudo-asse della matrice © ogni asse di un suo 
sistema nullo reale e degenere. Esso è in ogni caso un Sə—ı reale 
appoggiato a 7 e t secondo S)-1 imaginari coniugati, e se è razio- 
nale è addirittura un «sse della matrice. 


l4 
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Inoltre diciamo complementari due o più pseudo-assi indipendenti 
di œw quando lo spazio che li congiunge coincide con lo spazio rap- 
presentativo di w. 


77. Una matrice riemanniana non singolare è naturalmente priva 
di pseudo-assi, ma invece si vede subito che: 

a) Se una matrice riemanniana è singolare essa è certo dotata 
di pseudo-assì. 

E infatti se la matrice œw, di cui si è discorso fin qui, è sin- 
golare, il sistema I ha almeno la dimensione 1; quindi lo spazio 
u di 2", imagine di IM, ha almeno la dimensione 1, è reale e con- 
tiene punti interni alla prima falda di FO. 

Ma allora u taglia certo F® in punti reali, e questo significa ap- 
punto che la nostra matrice è, nell’ipotesi fatta, dotata di pseudo-assi. 

b) Per ogni pseudo-asse di una matrice singolare ne esiste al- 
meno un altro che è ad esso complementare. 

Sia A uno pseudo-asse della matrice w e sia 29 — 1 la sua 
dimensione (0 < q < p). 

Per definizione esiste un sistema nullo reale (almeno) di IMT 
avente per asse A; diciamolo o. Poi chiamiamo o un sistema nullo 
riemanniano principale di © e costruiamo il sistema lineare 07! II o 
trasformato di JI mediante o. Esso è un sistema lineare di sistemi 
nulli inviluppo che coincide evidentemente con ZI’; quindi in par- 
ticolare apparterrà a //' il sistema nullo inviluppo 07! 0, o, trasfor- 
mato di 0, mediante o. 

Ora o 0,0 è un sistema nullo inviluppo singolare di specie 
29; quindi il suo asse è uno spazio A’ della dimensione 2(p—9)—1, 
che sarà nel tempo stesso lo spazio polare di A rispetto a o. Ciò 
porta intanto, per una ragione già addotta altrove (n° 36), che A’ 
è (uno spazio reale) indipendente da A. 

Ma poi, per il teorema del n° 75, esiste almeno un sistema 
nullo di Z7 che ha per asse A’, e questo, come subito si vede, si 
può supporre reale, dunque A’ è veramente uno pseudo-asse di œ 
complementare ad A. 

Poichè, nel ragionamento fatto, l'ipotesi che o sia riemanniano 
può esser sostituita senza danno dall’altra che esso sia soltanto 
reale, e l’ipotesi che sia principale serve soltanto ad assicurare che 
A e A' risultino indipendenti possiamo dire che : 

c) Lo spazio polare di uno pseudo-asse di œw rispetto a un qual- 
siasi sistema nullo reale di œ non degenere è ancora un suo pseudo- 
asse. 
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Viceversa: 

d) Se A e A' sono due pseudo-assi complementari di w, esistono 
infiniti sistemi nulli di w, non degeneri, rispetto a cui A e A' sono 
mutuamente polari. 

Per convincersene basta considerare il fascio di JT individuato 
da due sistemi nulli reali che abbiano per assi A e A’ rispettiva- 
mente. All’infuori di questi due, niun altro sistema del fascio è 
degenere e rispetto a ciascuno di questi A e A’ sono spazi polari 
reciproci. 

e) L’intersezione di due pseudo-assi non indipendenti di w è 
ancora uno pseudo-asse di co. 

E infatti se A e B sono due tali pseudo-assi e Oa, 0, sono due 
sistemi nulli reali di Z7 che li hanno per assi, il sistema nullo reale 
generico del fascio individuato da o, e o ha appunto per asse la 
intersezione di A e B. 

f) Lo spazio congiungente due pseudo-assi di œw, ove non coincida 
con lo spazio rappresentativo di w, è ancora un suo pseudo-asse. 

E infatti se A e £ sono gli pseudo-assi considerati, si chiamino 
A' e B' gli spazi polari di A e B rispetto a un sistema nullo prin- 
cipale di œw. Lo spazio congiungente A e B avrà per spazio polare 
rispetto a questo sistema nullo l’intersezione di A’ e B’; ma allora 
poichè A’ e B' sono, per c), pseudo-assi di œ, tale, per e), è la loro 
intersezione e tale è, di nuovo per e), lo spazio congiungente A e 
B; supposto, beninteso, che quest’ultimo non sia lo spazio rappre- 
sentativo di w. 


78. Uno pseudo-asse della matrice œ si dirà isolato se non 
ammette che un solo complementare. 

Se A è uno pseudo-asse isolato e A’ è il suo complementare, 
A e A' sono polari Puno dell’altro rispetto ad ogni sistema nullo 
non degenere di /I e quindi anche A’ è isolato. Inoltre il sistema 
II, se non può concepirsi come il sistema congiungente due totalità 
lineari di sistemi nulli aventi per assi A e A' rispettivamente [come 
sarebbe il caso, se A e A’ fossero addirittura degli assi di œ (n° 
44)], è certo contenuto in un tal sistema congiungente, dunque per 
il ragionamento fatto al n° ora richiamato : 

Se uno pseudo-asse di una matrice riemanniana è isolato, tale è 
pure il suo complementare e ogni altro eventuale pseudo-asse della 
matrice o sta in uno di quei due o congiunge uno pseudo-asse conte- 
nuto nell’uno con uno pseudo-asse contenuto nell’altro. 
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79. Anche gli pseudo-assi di una matrice riemanniana possono 
esser distinti come gli assi in puri od impuri, secondo che non con- 
tengono o contengono pseudo-assi di dimensione inferiore alla pro- 
pria. E quindi si può introdurre anche la nozione di gruppo fonda- 
mentale di pseudo-assi puri per una matrice riemanniana o per nn 
suo pseudo-asse. 

Non entreremo su ciò in particolari : ci limitiamo a segnalare 
su tal proposito l’importante teorema che segue e la cui dimostra- 
zione (cfr. n° 46) non offre alcuna difficoltà: 

Se una matrice singolare è priva di pseudo-assi isolati, tutti i 
suoi pseudo-assi puri (che sono certo infiniti) hanno la stessa dimensione. 


80. Se uno pseudo-asse di una matrice riemanniana è addirittura 
un suo asse, esso è isolato come asse se è tale come pseudo-asse, 
e viceversa; quindi : 

Se una matrice riemanniana è singolare, ma è priva di pseudo- 
assi isolati, appena ammette un'asse ne ammette infiniti. 


81. Riserbandoci di riprendere in modo più completo questa 
teoria degli pseudo-assi che promette di esser feconda di risultati, 
ci accontenteremo qui di illustrarne soltanto la conseguenza a cui 
dà luogo per le matrici riemanniane semplicemente singolari, cioè per 
le matrici che hanno l’indice di singolarità k eguale a 1. 

Una tal matrice in quanto è singolare, ammette certo due 
pseudo-assi complementari; ma in quanto k= 1 non ne può am- 
mettere più di due [cfr. il ragionamento fatto per dimostrare il 
teorema d) del n° 77], dunque essa ha due e due soli pseudo-assi 
(complementari, isolati). 

Se il genere della matrice è dispari, le dimensioni di questi 
due pseudo-assi sono certo differenti tra di loro; se quel genere è 
invece pari, le dimensioni stesse possono essere diverse o uguali. 

Ma quando le dimensioni in discorso sono differenti i due 
pseudo-assi sono razionali, cioè sono degli assi, dunque: 

Una matrice riemanniana semplicemente singolare non può esser 
pura se non a patto che il suo genere sia pari e che i suoi due (soli) 
pseudo-assi (complementari) abbiano la stessa dimensione. Se almeno 
una di queste due circostanze non si verifica, la matrice è necessa- 
riamente impura; ma non è detto che essa sia senz’altro pura, se le 
due circostanze sono entrambe verificate (8°), 


(6°) Perchè, dunque, il teorema riguardante l'equazione (30) del n° 60 della 


tania iz arancia EA cune ____ i. n -[]/-69"Fmeazzèà@aiIo a Care 
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Questo teorema caratterizza nettamente per X=1 gli aspetti 
proiettivi possibili per il sistema indicato più sopra con JI. 

Esso è dunque il primo anello di una catena di teoremi di cui 
potremmo dare qualche altro esempio; ma per ora preferiamo aste- 
nercene, perchè speriamo di potere approfondire ulteriormente le 
nostre considerazioni. 


PARTE SECONDA. 


LE TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI 
DI UNA SUPERFICIE IPERELLITTICA IN SÈ. 


$ 1. 


CONSIDERAZIONI INTRODUTTIVE. 


1. Prima di passare allo studio particolareggiato delle trasfor- 
mazioni birazionali di una superficie iperellittica in sè, crediamo 
opportuno premettere alcune osservazioni preliminari riferendole a 
una varietà abeliana a un numero qualunque di dimensioni. 


2. Sia, dunque, Vp una varietà abeliana a p dimensioni, cioè una 
varietà (necessariamente algebrica) che ammette una rappresentazione 
parametrica mediante funzioni abeliane a p variabili indipendenti 
U, , Ugy eey Up, appartenenti a una stessa tabella di periodi primitivi 


w = | wji, Wiz, y dip | (j= 1, 2, , P); 


la rappresentazione essendo tale che ad ogni punto della varietà 
risponda, a meno di periodi, un solo gruppo di valori per le va- 
riabili t. 


Memoria citata in (7) k) diventi più significativo, giova riferirlo a una funzione 
abeliana singolare qualunque e a una sua qualunque coppia di forme di RIEMANN 
alternate, al cui fascio appartenga una forma principale. Se la funzione è solo 
una volta singolare, le radici dell'equazione (30) si riducono, in ordine al teo- 
rema del testo, a due sole radici distinte. 


214 GAETANO SCORZA 


Se p = 1, Vp è una curva ellittica, se p = 2, Vp è una super- 
ficie iperellittica. In ogni caso gli integrali semplici di 1* specie di 
V, sono dati dalle u} , Ug, , e dalle loro combinazioni lineari. 

Supponiamo ora che la nostra V, ammetta una trasformazione 
birazionale in sè, la quale porti il punto (u; , ,,..., p) nel punto 
(UU Un) 

Poichè u; è un integrale semplice di 1° specie di V, al posto 
(Uj , Ugg +.) Up), deve essere, indicando con le 7;, e le c; delle co- 
stanti opportune : 


(1) uj = A; 1 + Àj wa +. + Ayp tp- oy (J = 1, 2, a, P); 


e poichè le w debbono potersi esprimere allo stesso modo per mezzo 
delle uj, sarà 


|å | 0. 


Aumentando le «; di un periodo, le (1) debbono indurre un 
aumento analogo sulle «, dunque debbono esistere degli interi a,,s 
per modo che si abbia 


(2) Aja@1r + 4j,202,, +. + Zip Opr = ar, 1 0j, + Ariy, + + + 4,29 Wj,op 
U= l, 2, pg Ped Boo, OL 
Di qua si deduce intanto che: 


(3) % = @r1 La + 4,2% +... + Arap Hop 


è una sostituzione riemanniana della (matrice œ o della) varietà 
V,, e che le 


(4) Q%, = Ara Vy + 4,2% +». + Arop Lop 


sono le equazioni di una omografia riemanniana della varietà Vp. 
Come è noto, il valore del determinante 


| ars |= | ha |-| ial 


che è (I, n° 22)(®) un intero positivo, rappresenta il numero dei 


(63) D'ora innanzi quando occorre richiamare un n° della Memoria, questo 
n°, ove appartenga alla prima parte sarà preceduto dal segno I. 
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punti (ti, 2,..,,) corrispondenti mediante le (1) al punto (wi, 
U2 s ee, Up) (54), dunque nel caso nostro deve essere 


|ars|]=1, 


e la sostituzione (3) è modulare. 

Viceversa, se la (3) è una sostituzione riemanniana modulare 
della varietà V,, le (2) individuano le 4;7, e dopo ciò le (1) dànno 
effettivamente una trasformazione birazionale di V, in sè stessa per 
ogni sistema di valori attribuiti alle costanti c;. 

Possiamo dunque asserire che: 

Ad ogni trasformazione birazionale della V, in sè stessa risponde 
una ed una sola sostituzione riemanniana modulare della varietà ; 
viceversa, ad ogni tale sostituzione risponde una schiera co? di tra- 
sformazioni birazionali della varietà in sè stessa. 


3. Fra le sostituzioni riemanniane di V, due che siano modulari 
esistono certo in ogni caso. Esse sono quelle nei cui moduli tutti 
gli elementi sono nulli, tranne gli elementi principali, che per l’una 
sono tutti uguali a -|- 1, e per l’altra sono tutti eguali a — 1. 

Quindi la V, ammette intanto due schiere co? di trasformazioni 
rappresentate le une da equazioni del tipo 


uj = wj + 6; 


e le altre da equazioni del tipo 


u; = — + c. 


Come è ben noto esse si dicono, rispettivamente, le trasforma- 
zioni di V, di 2° e di 1° specie (65), e quelle di 2° specie formano 
da sole un gruppo continuo abeliano a p parametri. 

Se per la V, considerata l’indice di moltiplicabilità è nullo, cioè 
il gruppo di moltiplicabilità è identico, la Y, non ammette altre 


(6) Vedi, per il caso p = 2, HUMBERT, loo. cit. (t), 2™° Memoire, pag. 289 
n? 143. Il ragionamento dello HUMBERT si estende subito, per altro, ad ogni 
valor di p. 

(55) Veramente non tutti gli scienziati che si sono occupati di questo ar- 
gomento adottano la stessa nomenclatura. Tutti si accordano a chiamarle insieme 
trasformazioni ordinarie, ma poi alcuni chiamano trasformazioni di 1° specie quelle 
che altri dice di 2° specie, e viceversa. Nel testo è seguita la nomenclatura che 
oggi sembra più diffusa. 
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sostituzioniFriemanniane modulari all’infuori di quelle ora ricordate 
e quindi: 

Una varietà abeliana può ammettere schiere co? di trasformazioni 
birazionali in sè, diverse dalle due schiere delle trasformazioni di 1° 
e 2% specie, solo quando il suo indice di moltiplicabilità sia positivo. 


4. Nella schiera oo? delle trasformazioni birazionali in sè di Vp 
corrispondenti a una sua determinata sostituzione riemanniana mo- 
dulare `g, ve n’è una ed una sola che porti un punto dato di V, 
in un altro punto di V, egualmente assegnato; in particolare, ce 
wè una sola, e diciamola y, che lasci in sè il punto (0,0,..., 0). 

In questo modo al gruppo delle sostituzioni riemanniane mo- 
dulari di YV,, che diremo G, viene a corrispondere il gruppo, 
che diremo J, delle trasformazioni birazionali di V, in sè stessa, 
che lasciano tutte fermo il punto (0, 0,..., 0), ad ogni operazione 
di G corrispondendo una ed una sola operazione di T. 

A questo proposito osserviamo subito che: 

Se alle operazioni y' e y” di I° rispondono le operazioni g' e g” 
di G, al prodotto y' y” risponde il prodotto g" g'. 

Infatti supponiamo che y' e y” siano rappresentate, rispettiva- 
mente, dalle equazioni 


uj = dj, + Aj w +... + 4jp tip 


e 
uj= Ri + 420 +... H Ajip ip. 
Il prodotto y'y” sarà rappresentato dalle altre 
uj = Hja t + Hj a +. + jp Up 
dove E 


1...P P 
I 
Mja = È Min ml 
n 


Ora se le 4,47 © bra sono, successivamente, i coefficienti di 
99" e della operazione g di G corrispondente a y' y”, si ha: 


1...0 1a :2p 

1 a) t 

3 dim On = D Ar s Djs 4 
n s 


s 2p 


GI. 1 

n n 
PA din Wnr = X Ars Wj, s 
n 8 


eat ha 1.,.2p 
È, 3 a 
DI Hj,n On = Z Dia Djs 
8 


n 
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quindi, per un facile calcolo, sarà 


1...2p 1...2p 
ì n 
> bis Wj, = > Urtats Wj,s è 
8 st 


Di qua si trae 


1...2p 
+ LA 
brs = S Urt Uts 4 
t 


e questo dimostra appunto che 


In particolare, all'operazione y% risponde g'%, dunque, atteso 
che all’operazione identica di l risponde quella identica di G: 

Una operazione di I e la corrispondente operazione di G sono 
insieme aperiodiche o insieme periodiche con lo stesso periodo. 


5. Le trasformazioni di V, di una determinata schiera co? si 
ottengono tutte moltiplicando a destra la trasformazione y che essa 
contiene per le varie trasformazioni di 2* specie; quindi il gruppo 
I è oloedricamente isomorfo al gruppo complementare del gruppo 
di tutte le trasformazioni birazionali in sè di Y, rispetto al suo 
sottogruppo costituito dalle trasformazioni di 2° specie. 

Infine si osservi che ogni schiera co? di trasformazioni bira- 
zionali in sè di V, è, come V,, una varietà abeliana, quando si 
concepiscano come suoi elementi le trasformazioni che essa contiene. 


È 


LE VARIETÀ ABELIANE ARMONICHE ED EQUIANARMONICHE. 


6. A titolo di esempio, e per alcune considerazioni che dovranno 
esser fatte in appresso, vediamo se è possibile che per la nostra 
Vp esista una trasformazione y del gruppo /' che sia rappresentata 
da formule del tipo 


(5) Uj = a; (j = 1, 2, .. , P), 
ona E El 


Se ciò accade, dette t e t le imagini (di w, cioè) di V,, esiste 
evidentemente nel gruppo di moltiplicabilità di V, una omografia 
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riemanniana non identica, che subordina su 7 e 7 l'identità: dunque 
(I, n° 60) V, è senz’altro ad indici massimi. 

Inoltre l’equazione caratteristica della sostituzione riemanniana 
modulare corrispondente a y ha come radici p-ple a e & (I, n° 22), 
dunque « e x sono radici di un'equazione di 2° grado coi coefficienti 
interi e i coefficienti estremi uguali a + 1. Sia, questa, l’equazione : 


(6) 2+bazt1=0. 


Poichè x è positivo, nell’ultimo termine di questa equazione 
deve valere intanto in segno superiore; poi da |a]=1ea=+ +1 
segue che x e x sono numeri imaginari (coniugati), dunque l’intero 
æ è nullo, oppure è uguale a + 1. Ma allora: 


a = + i, oppure Ci fate a e 


2zi 


essendo, al solito i =}— 1 e poi e =e¢°. 


©. Se p= 1, le considerazioni fatte mostrano che Vp è una 
curva ellittica armonica od equianarmonica; se p > 1, ricorrendo, 
ove occorra, a una sostituzione lineare omogenea sulle uj, che non 
altera la forma delle (5) e non altera æ, y o T, si può supporre che 
le u; siano altrettanti integrali ellittici di V,, e allora le equazioni: 


u; = cost. (= iy È, ap Ih 


definiscono su V, p fasci ellittici di varietà a p — 1 dimensioni, 
ciascun fascio essendo trasformato in sè dall’operazione y. Segue che 
questi fasci sono insieme armonici o insieme equianarmonici e che, 
per conseguenza, alla tabella cui appartiene Vp può darsi intanto 
l’aspetto 

1 o 0° gn 0 


W21 02,2 093 «+» 02,2p 


ehe o: pad Lie E RR 


pl p2 pg + + + Opp 


ove o=isea=ti ọ =e se «= +e, +8, e le ws sono della 
forma 


Arg + g Bri , 


con le &rs © fra numeri interi. 
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In ogni caso, alla sostituzione 
U; = QU; (= 1,2; P) 


risponde certo una trasformazionale birazionale di V, in sè stessa 
(che è y, 7° o il prodotto di y o y? per la trasformazione di 1° specie 
definita da u = — uj); quindi una volta che 


1, W2, 1 3 009 @p,1 


è un sistema di periodi simultanei di u, , Ug, p, deve essere tale 
anche 


Q; 002,1 3 +3 0Wp1 è 


Indicando con le a, degli interi deve essere dunque; 


Q02, = W2,2 + a3 W23 + e + A2p W2,2p 


A RT a E INI Ja O I MS TE E I O, 


Q0p,1 = Wp, + 43 Wp,3 +... + A2p Wp, 2p } 


e quindi la tabella cui appartiene V, con un'operazione B modulare 
può ridursi a quest'altra : 


1 o O a 0 


02,1 002,1 W23 s 09,20 


seitan tane ata te 


Op, QOpi Wp,3 +» Wp,2p 
Adesso facciamo il cambiamento di parametri 
Me Un 
Vj = Wj, U — Uj (J = 2, 3, 9 P); 


le v,,%3; +, Saranno ancora degli integrali ellittici (tutti armonici, 
o tutti equianarmonici) e la nuova tabella cui apparterrà Vp diventerà 
too 0 


' I 
0 0 02,9 see Va,2p 


i 
0 0 Wp, 3 se Wp, 2p 


Tr —111 E» run ro 
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ove 
wjr =m Oda = 2,3, pit = 3,4, 2p). 


Giunti a questo punto non vi è più bisogno di spendere altre 
parole per far comprendere che alla tabella cui appartiene V, può 
darsi in definitiva l'aspetto : 


bre) ceplie, lo. a A af Rd IALIA 


ORONZO O 0a 0 i o 


< 


Viceversa, è chiaro che sopra ogni V, appartenente a questa 
tabella, la sostituzione sui parametri %,,%,,..,, rappresentata da 


uj = QU; (= 1% 000) 


(ove o = îi, oppure 0 = e) genera effettivamente una corrispondenza 
birazionale. 

Chiamando armonica o equianarmonica una varietà abeliana di 
dimensione p(p = 1) birazionalmente identica alle p-ple di punti 
estratte da p curve ellittiche tutte armoniche o tutte equianarmo- 
niche, abbiamo dunque il seguente teorema : 

La varietà abeliana V, ammette una trasformazione birazionale 
y del gruppo I' rappresentata da equazioni del tipo (5) con a+ +1 
quando, e solo quando, è armonica o equianarmonica. E allora si ha, 
rispettivamente, 


a= oppure @==°,8, SE 


ri 


essendo i=|— 1 ed e= e? (66), 


(56) Per p= 1 il teorema è notissimo e classico; per p=2 esso implica le 
proposizioni stabilite da BaGNERA èe DE FrRANCHIS, per via al tutto diversa da 
quella qui seguita, nei ni 11 e 12 della loro Memoria citata in (3), Per p=2 
BaGNERA e DE FrancHIS hanno anche dimostrato la razionalità delle involazioni 
generate, sulle superticie che le posseggono, dalle trasformazioni birazionali y di 
cui si parla su nel testo. Questa circostanza è valida qualunque sia p(=1) e si 
può stabilire molto semplicemente. 
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$ 3. 


I VALORI DEI CARATTERI k E h PER UNA SUPERFICIE 
IPERELLITTICA. 


8. Il problema che ora vogliamo risolvere è quello di approfon- 
dire lo studio dei gruppi G e /' nel caso in cui sia p = 2, cioè nel 
caso in cui la varietà abeliana considerata sia una superficie ipe- 
rellittica V}. 

Per questo è necessario partire da una classificazione in tipi 
delle V,, che, sostanzialmente, è stata già compiuta dal ROSATI e 
che abbiamo già richiamata al n° 55 della Parte Prima. 

Il RosatI ha determinati i vari tipi possibili e ne ha dimostrata 
l’esistenza effettiva con un notevole metodo diretto. 

Tralasciando questa seconda parte della ricerca, che qui sarebbe 
resa in gran parte inutile dagli esempi che incontreremo, riprendiamo 
la prima, per trattarla dal punto di vista di questa Memoria; tanto 
più che vi saremo condotti da osservazioni che, in ogni caso, non 
potremmo omettere per quello che dovrà esser detto nel seguito. 


9. L’indice di singolarità k di una V, non può essere che 0, 
LEO 

Si tratta di vedere per ogni ipotesi fatta su k quali sono i va- 
lori che possono essere assunti dall’indice di moltiplicabilità h. 

Poichè sappiamo già (I, n° 58) che se k = 3 è necessariamente 
h = 7, ci basterà discutere separatamente i casi in cui k è 0,102. 


10. Il caso k = Q. 

Poichè k = 0, il gruppo delle omografie di V, deve mutare in 
sè il suo unico sistema nullo (riemanniano e principale). Ciò porta 
che ogni eventuale omografia di V,, diversa dall’identità, è omolo- 
gica o biassiale (67). 

Esista ora, se è possibile una omografia riemanniana di V, che 
non sia identica; una volta che le imagini di V, non contengono 
punti reali nè stanno in piani reali, essa non potrà essere omologica 
e quindi sarà certo biassiale. Inoltre le sue rette di punti uniti o 
saranno le imagini t e t di V, (che sono due rette imaginarie co- 
niugate di 2° specie), o saranno due rette « e b appoggiate a tert. 


(67) R. BonoLA, Sistemi lineari di omografie piane e spaziali che formano gruppo 
Atti della Società dei Naturalisti e Matematici di Modena, serie IV, vol. X (1908)]. 
[ ’ ) 
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La prima alternativa va esclusa, perchè altrimenti (I, n° 60) V, 
sarebbe ad indici massimi; e la seconda va esclusa, per il fatto che 
ove essa si verificasse ogni complesso di rette, lineare e razionale, 
passante per la congruenza lineare razionale con gli assi a e b sa- 
rebbe un complesso riemanniano di V, e per V, sarebbe k > 0; 
dunque, nell’ipotesi fatta, non esistono omografie riemanniane di V, 
diverse dall’identità, e quindi si ha necessariamente h = 0. 

Insomma : 

L’indice di moltiplicabilità di una V, non singolare è necessaria- 
mente nullo. 


11. Il caso k=. 

Poichè qui X=1, la V, considerata ammette due e due soli 
pseudo-assi complementari che sono due rette reali sghembe a e b 
appoggiate a t e t. 

Ogni omografia di V, deve mutare in sè il fascio dei sistemi 
nulli di V,, quindi o tiene ferma ciascuna delle due rette a e b o 
le permuta fra di loro. 

Ma una omografia di V, che nasca dal prodotto di un suo si- 
stema nullo per l’inversa di un altro (non degenere) lascia ferme 
a e b, e il gruppo continuo delle omografie di V, deve indurre sul- 
l’imagine di V, un gruppo continuo di proiettività (che deve essere 
anche un sistema lineare), dunque ogni omografia di V, lascia ferme 
a e bd e ha quattro punti uniti nei punti in cui a e b si appoggiano 
alle imagini 7 e 7 di V,. 

Questi quattro punti sono i vertici di un tetraedro, dunque è 
intanto 


h<z3. ” 


Ma è pure A=%, quindi k non può essere che 1, 2 o 3. 

Adesso osserviamo che il sistema lineare co? delle omografie 
di un § aventi per punti uniti i vertici di un tetraedro può sup- 
porsi costituito dalle omografie date da 


0%; = Qjtj (j = 1, 2, 3, 4) 


al variare delle &;, e che una rete di questo sistema è un piano 
nello spazio (@,,9,%3, 24), cioè è rappresentata da una equazione 
del tipo 


Baita + Hota F egg + peg = 0. 


o 19°ve e e Ep Gille “Ct EEC ee e et Mg cena 
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Se codesta rete ha da essere anche un gruppo deve contenere 
identità e poi accanto all’omografia (œ. , o, @g, %4) deve contenere 
tutte le sue potenze, dangue, in particolare, ha da essere: 


ui + He + ug F uy = 0 
ui, + Uð + gag + Max, = 0 
mai + pagg + tg + pg = 0 


a 3 3 Bit 
did pg + pat | ugi = 0, 
cioè 


Ciò porta che due delle a; debbono essere uguali, e quindi nel 
considerato sistema coo? di omografie non esistono che sei reti di omo- 
grafie formanti gruppo; ciascuna di queste reti è poi formata dalle 
omografie assiali che hanno la retta dei punti uniti in uno spigolo del 
tetraedro e la retta dei piani uniti nello spigolo opposto. 

Applicando questa osservazione al caso nostro, si vede che se 
per la V, considerata è h = 2, la sua omografia riemanniana generica 
è assiale ed ha le rette «4 e b per rette di punti o piani uniti. 

Ma allora le rette a e b sono entrambe razionali, cioè a e b 
sono due assi di V,, e V, è necessariamente impura. 

Riassumendo e ricordando la formula (38) della Parte Prima, 
possiamo dire che: 

Se per una V, è k=1 e la V, è pura, per essa o è h=1, 0 
è h = 3, Se invece k=1 e la V, è impura, per essa è h= 1,203 
secondo che dei due (soli) integrali ellittici che essa possiede nessuno, 
uno 0 due sono a moltiplicazione complessa. 

Se è k = h = 1 Vomografia generica di V, è biassiale avendo per 
rette di punti (e piani) uniti è due pseudo-assi (o assi) di V,, Se è 
k=1leh=2 lVomografia generica di V, è assiale, avendo la retta 
dei punti uniti nell’asse di V, rispondente all’integrale ellittico che 
non è a moltiplicazione complessa e quella dei piani uniti nell’asse di 
V, rispondente all’integrale ellittico a moltiplicazione complessa ; se è 
k=1 ed h=3 l’omografia generica di V, ha soltanto quattro punti 
uniti nei punti comuni alle imagini e agli pseudo-assi. 
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In tutti i casi le omografie di V, sono a due a due permutabili. 


12. Il caso k=2. 

Qui i sistemi nulli di V, costituiscono una rete e gli pseudo- 
assi sono le rette reali di una schiera rigata ordinaria avente per 
direttrici le imagini di V,. 

Come prima si vede subito che esistono omografie di V, indu- 
centi sull’imagine 7 una proiettività con due punti uniti nei due 
punti ove z incontra due qualunque pseudo-assi di V,; quindi, per 
una ragione addotta, il gruppo indotto su 7 dal gruppo delle omo- 
grafie di V, è necessariamente il gruppo di tutte le proiettività di 
t in sè stessa. Segue che 4 >3; ma se fosse h > 3 sarebbe addi- 
rittura (I, n° 62) k =7 e quindi (I, n° 58) k = 3, dunque, aggiun- 
gendo qualche altra facile considerazione complementare : 

Se per una V, è k = 2, per essa è necessariamente h=3; e la 
V, 0 è pura o è impura e contiene infiniti integrali ellittici dei quali 
nessuno è a moltiplicazione complessa. In ogni caso, Vomografia gene- 
rica di V, è biassiale, le rette dei suoi punti (e piani) uniti essendo due 
generatrici (qualunque) della schiera rigata contenente gli pseudo-assi. 


13. Raccogliendo tutte le osservazioni fatte, possiamo enunciare 
il seguente teorema: 

Le superficie iperellittiche possono esser distinte in nove tipi fon- 
damentali, nel modo che segue: 

Tipo I) k=0 ed h =09; 

Tipo II) k= 1, h= 1 e non esiste alcun integrale ellittico ; 

Tipo II) k= 1, k=—1 ed esistono due (soli) integrali ellittici 
nessuno dei quali è a moltiplicazione complessa; 

Tipo IV) kK=1, h = 2 ed esistono due (soli) integrali di cui uno 
solo è a moltiplicazione complessa ; 

Tipo V) k= 1, A=3-e non esiste alcun integrale ellittico ; 

Trpo VI) k= 1, h= 3 ed esistono due (soli) integrali ellittici a 
moltiplicazione complessa ; 

Tipo VII) k= 2, 4h=3 e non esiste alcun integrale ellittico ; 

Tipo VIII) k= 2, 4=3 ed esistono infiniti integrali ellittici, 
nessuno dei quali è a moltiplicazione complessa ; 

Tipo IX) k= 3, h =7 ed esistono infiniti integrali ellittici, o- 
gnuno dei quali è a moltiplicazione complessa. 

Come abbiamo già detto i nove tipi sono tutti realizzabili; per 
quelli che risultano di V, impure la cosa è immediata, per gli altri 
risulterà dagli esempi che saranno effettivamente incontrati o che 
potrebbero essere facilmente costruiti. 


ES ue ye wu rene > sn 
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$ 4. 


TEOREMI GENERALI SULLE TRASFORMAZIONI BIRAZIONALI 
DI UNA SUPERFICIE IPERELLITTICA IN SÈ. 


14. Alla descrizione dei gruppi G e I per i singoli tipi di 
superficie iperellittiche giova premettere le seguenti considerazioni 
generali. 

Sia V, una superficie iperellittica singolare con l’indice di sin- 
golarità k (= 1) e siano 


j= 3 "9 Lr Ys (j=0,1,.., k) 


k -+ 1 sue forme riemanniane alternate intere (primitive) linearmente 
indipendenti, costituenti una base minima (I, n° 19) per Pinsieme 
delle sue forme riemanniane alternate intere. 

Indicato con ô lo pfaffiano del determinante (emisimmetrico) 
di Aj e con J; l’invariante simultaneo di A; e A;, cioè posto: 


ô, = = ci} e di + cd e si - ciò) si 


a n (4) el) (D el) i) ell (fc). 
O a i RUE 


lo pfaffiano della forma riemanniana alternata intera generica di V, 
0... 

(1) A= Z yA 
i 


ove le 4; sono interi qualunque sarà dato da: 
(8) ô = dt + ET To Ho a F e F Ta aa Mr 
Ciò posto, supponiamo che 
(9) Vr = Ara V1 + Ar, La + @r,3 3 + Ara La (r = 1, 2,3, 4) 


Sia una sostituzione riemanniana modulare di V,. 
Per effetto di essa la forma A; va in una forma riemanniana 


alternata intera di V,, dunque, indicati con le o;z degli interi con- 


15 
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venienti, la trasformata di A; mediante la (9) sarà una forma del tipo 


0... 
î Qi Ar. 


Allora la trasformata di {7) mediaute (9) sarà la forma 


ove 


Poichè la sostituzione (9) è modulare, i determinanti delle forme 
A e A' debbono essere uguali, quindi i relativi pfaffiani, almeno in 
valore assoluto sono eguali. 

Ma per effetto di (9) le forme riemanniane principali (non prin- 
cipali) di V, si convertono in forme che pure sono principali (non 
principali), dunque, per un ben noto teorema dei sig”. BAGNERA e 
DE FRANCHIS(88), codesti pfaffiani sono eguali anche per il segno. 

Ciò porta che |o,;| è il modulo di una sostituzione lineare a 
coefficienti interi atta a mutare in sè la forma quadratica (8), cioè 
di una sostituzione (unimodulare) del gruppo automorfo della forma 
quadratica (8). 

Adunque: 

Il gruppo G delle sostituzioni riemanniane modulari della nostra 
V, è isomorfo a un sottogruppo del gruppo aritmetico riproduttivo di 
una forma quadratica (a coefficienti interi) a k+ 1 variabili indipen- 
denti (59). > 


(88) Loc. cit. (?), n° 5. 

(59) Grazie alle ricerche di BAGNERA e DE FRANCHIS sulla base delle curve 
(algebriche) tracciate sopra una superficie iperellittica [loc. cit. (2)], questo teo- 
rema è, per il caso delle superficie iperellittiche, l’aralogo di quello che SEVERI 
stabilisce per tutte le superficie regolari nel n° 6 della sua Memoria: Comple- 
menti alla teoria della base per la totalità delle curve di una superficie algebrica [Ren- 
diconti del Circolo Matematico di Palermo, t. XXX (1° semestre 1910), pp. 265-288]. 

Le considerazioni del testo sono visibilmente estendibili al caso di una va- 
rietà abeliana qualunque. 

Qui vi è luogo a un'osservazione ulteriore. 

Tra le forme 4; se ne prenda di mira una, per es., 4g. Allora ad ogni sosti- 
tuzione riemanniana (9) si possono associare i k + 1 interi ọọ, Che sono univoca- 


mente determinati dalla sostituzione quando sia fissata la base (49, 41; e; á) ein 
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Osservisi subito che codesto isomorfismo è certo in ogni caso 
meriedrico, perchè due operazioni di @ differenti solo per i segni 
dei coefficienti inducono sulla (8) la stessa sostituzione unimodulare. 

Se k è dispari, una considerazione fatta più sopra può essere 
ulteriormente precisata; si può asserire, cioè, che: 


` 


Quando k è dispari è necessariamente 
lej = +1. 


E infatti se k = 1, la (9) induce nello $, dei sistemi nulli reali 
di V, una proiettività reale concorde, una volta che per essa siste- 
mi nulli principali vanno in sistemi nulli principali, mentre i due 
che sono degeneri restano fermi; e se k = 3, la (9) induce nello 8, 
dei sistemi nulli reali di KV, una proiettività reale che muta in sè 
la quadrica dei sistemi nulli degeneri, lasciando singolarmente in- 
variate le due schiere degli ©, (imaginari) di codesta quadrica. 

Notisi infine che la forma quadratica (8) è in ogni caso a di- 
seriminante non nullo e indefinita; ed è una forma annullantesi o 
no, secondo che la V, è impura o pura. 


15. Supponiamo ancora che V, sia una superficie iperellittica 
singolare e consideriamo un fascio di suoi sistemi nulli che contenga 
(due, e quindi) infiniti sistemi nulli riemanniani; di più supponia- 
mo che i due (soli) sistemi nulli degeueri appartenenti al fascio, 
distinti o no, abbiano per assi le rette «a e b. 

Moltiplicando, a destra, i sistemi nulli riemanniani del fascio 
per l’inversa di uno fisso fra di essi, non degenere, si ottengono 
infinite omografie riemanniane di V, che hanno altrettante rette 
unite nelle rette della congruenza lineare (speciale o no) avente per 


essa la forma dọ. Se X=1 i due numeri che così si ottengono sono quelli che 
HUMBERT chiamerebbe indici non della sostituzione considerata, ma della sosti- 
tazione aggiunta. 

Questa osservazione mentre chiarisce il concetto dello HUMBERT, introdotto 
da questo scienziato in modo puramente algoritmico, pone in luce la sua poca 
suscettibilità ad esser posto a base della presente teoria. Da una parte codesti 
indici non dipendono dalla sola sostituzione, ma da essa e da elementi che pos- 
sono esser scelti con grande arbitrarietà; e dall'altra si vede che, se mai, a voler 
esser conseguenti, come nel caso k = 1 si introducono due indici, nei oasi in cui 
k=2 o k= 3 bisognerebbe introdurre tre o quattro indici rispettivamente. 

Comunque, se per la teoria attuale il concetto dello HUMBERT non è molto 
raccomandabile, per altre questioni può riuscire utile. Soprattutto per questo mi 
è parso conveniente di chiarirlo ed illnstrarlo, 


agente a a a _o reo per 
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direttrici a e b; anzi esse sono tutte le omografie riemanniane di 
V, che godano di questa proprietà, perchè il prodotto di una tale 
omografia per un sistema nullo riemanniano del nostro fascio è an- 
cora un sistema nullo riemanniano del fascio. 

Adesso consideriamo le sostituzioni riemanniane di V, corri- 
spondenti a queste omografie riemanniane (contenute tutte in uno 
stesso fascio); e nel loro insieme scegliamone due che costituiscano 
per esso una base minima (79). I moduli di queste sostituzioni siano 


[ari | e az | (r, s = 1, 2,3, 4), 


e le omografie riemanniane di V, ad esse corrispondenti siano a' e a”. 
Il modulo di un’altra qualsiasi sostituzione dell’insieme consi- 
derato sarà 


(10) ware tara], 


le u e u” essendo due numeri interi (non entrambi nulli). 

Per quel che è stato detto, è possibile scegliere nel fascio con- 
siderato tre sistemi nulli riemanniani di V,, x, a" e z” così che sia: 
(11) oe n Al e a" =n" na. 


Siano 


Lit led 
PARE E EO O A ETRE 
T,8 1,8 


le equazioni di z’ e z” considerati come connessi di punti, e 


e 


1...4 
2 Ors Š, Ne= 0 
1,8 


l’equazione di z considerato come connesso di piani, le c', c”, C es- 
sendo tutte, come è lecito supporre, dei numeri interi. 

Grazie alle (11), dovrà essere, indicando con l’ ed l” degli interi 
opportuni, 


ER 1...4 
E AES 1 (0/17 aY n 
l Ars me Di Crt Ct,s ’ l r,s cu 2 Ort Cts 3 
t t 


(?°) L'esistenza di tale base minima è manifesta dopo quel che è stato detto 
nel $ 3 della Parte Prima. 
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e quindi sarà 
DA 5 r 
r 1 p, 127 ' H4 ” 
(12) U (trs + 4 ; Ars = Ure (5 Cts + v cl) . 
7 4 
Adesso indichiamo con ô', ô”, ò gli pfaffiani di |o,,s|, |cfs| e | Cs] 
e con 2 l’invariante simultaneo 


01,2 C34 + 01,3 Che + cia 623 + 034 012 + Ca Cig + 02,8 cia ' 


In base alle (12), il determinante (10) è uguale al prodotto di 


r n 
U , u m 
= 0,8 F qr Cus 


| One| per il determinante 7 , dunque 


t ' n n 2 ô’ 12 I + n ò” PA 
|nars tp" ars|=6 m” Fyrr” u pad À 


Segue che nell'insieme considerato esisteranno tante sostituzioni 
modulari quante sono le soluzioni in numeri interi w’ e u” delle 
equazioni 


dd 12 dI r n” dò” ULI 
(13) mu tyr e t qb =£1 


dove, occorre appena avvertirlo, i coefficienti delle incognite sono 
certo dei numeri interi, 

Ciascuna delle equazioni (13) presenta il caso ellittico, il caso 
parabolico o il caso iperbolico, secondo che 


(14) HBa AN 


è negativo, nullo o positivo; dunque si presenta il primo, il second o 
o il terzo caso secondo che le rette æ e b sono distinte e imagi- 
narie coniugate, coincidenti o distinte e reali. 

Se le rette a e b coincidono, esse coincidono in una retta ra- 
zionale; se le rette a e b sono distinte, esse sono razionali solo 
quando l’espressione (14) è un quadrato perfetto (non nullo). 

Allora basta osservare che una almeno delle equazioni (13) am - 
mette soluzioni intere, perchè nell’insieme considerato esiste certo 
la sostituzione identica, e ricordare teoremi classici della teoria dei 
numeri per concludere che : 

Nell'insieme di sostituzioni riemanniane considerato ne esistono 
certo di quelle che sono anche modulari; ma queste sono in numero 


—— n S eee = - n Sua 
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finito se le rette a e b sono distinte e imaginarie coniugate o distinte 
e razionali, sono invece infinite se le rette a e b sono distinte, reali 
e non razionali oppure coincidono in un’unica retta (razionale). 

Siccome l’insieme di sostituzioni considerato è evidentemente 
un gruppo, quando le sostituzioni modulari che esso contiene sono 
in numero finito esse saranno tutte periodiche e principali. 

Infine si osservi che il caso delle rette a e b coincidenti non 
può presentarsi se non quando l’indice di singolarità della V, sia 
203, e la V, sia impura (7t). 


(1) Si supponga di considerare una V con k= h = 1. Allora ogni omogra- 
fia riemanniana non degenere x della V}, è data da un’eguaglianza del tipo 


dove z e x’ sono due sistemi nulli riemanniani non dogeneri della F e dove, 
per es., x’ si può supporre flsso. Si può domandare allora come deve esser scelto 
x perchè il prodotto 


n'a 


risulti nn’omografia rispondente a nna sostituzione modulare, 
Per questo si può procedere così. 


Intanto per ricerche classiche di FROBENIUS, l'equazione di z’, premettendo, 
ove occorra, un’operazione B modnlare, si può supporre dell'aspetto 


(21 Va — T3 Y1) + d' (To Ya — La Ya) = 0 


con dò’ intero. Sia poi 


l'equazione di x, con le c,, intere e prime tra loro, 
Le formule dell’omografia a sono allora 


0 2i = 0,4%, F 8'0, g2 + + d'03,%,, 
Qu, = 0,3%, + d 0,3%, + 043% + ) 
ov= +. +0'02,%+0,4% FHI Chy Tg 
eS Gn + + 03,9% + O'O g Ty 


Il massimo coman divisore dei coefficienti è, si vede subito, quello m dei 


numeri 


c c 0 d'; 


tene Gia a Gaai G 


——————oo—_—_m— __—_—_—_—6@——m@————TT———_6 6 WC TE _ Coi ca 


INTORNO ALLA TEORIA GENERALE DELLE MATRICI KCC. 231 


$ 5. 


I GRUPPI G E I’ PER LE SUPERFICIE IPERELLITTIOHE DEI TIPI I) E II). 


16. Qui e nel seguito si indicherà sempre con V, la superficie 
iperellittica considerata, con t e 7 le sue imagini, con G il gruppo 
delle sue sostituzioni riemanniane modulari, con I il gruppo delle 
sue trasformazioni birazionali che hanno un punto unito nel punto 
u =v = 0 di V,,v ev essendo gli argomenti delle funzioni iperel- 
littiche che dànno la rappresentazione parametrica di V,, e con (T`) 
il gruppo delle sostituzioni lineari omogenee sui parametri u e v 
corrispondenti alle operazioni di F. 

Notisi, a questo proposito, che quel punto, e quindi T, non 
muta, per qualsiasi sostituzione lineare omogenea eseguita sulle va- 
riabili u e v. 

La trasformazione di 2* specie appartenente a I" è l’identità; la 
trasformazione di 1° specie appartenente a I sarà indicata sempre con 
yı; © la corrispondente operazione di G sarà sempre indicata con g,. 

La sostituzione (y,) di (T) corrispondente a y; è 


w = — u, v=— v; 


e le operazioni y; ,g; © (7) sono permutabili con ogni operazione 
di T, @ e (I`) rispettivamente. 

Allorchè l’indice di singolarità di V, è 1, premessa ove occorra 
una sostituzione lineare omogenea sui parametri, si può supporre 
che gli integrali u e v di F, abbiano per imagini i due pseudo-assi 


e quindi il modulo della sostituzione riemanniana rispondente ad œ (individuata 
a meno dei segni dei coefficienti) è dato da 


8'2 62 
mi 


essendo ô lo pfaffiano di |c, l- 

Intanto m divide ô e d’, dunque perchè questo modulo risulti eguale a 1 
occorre e basta che i tre numeri ô, d', m coincidano in valore assoluto. 

Se ô = +1, cioè se la W è una superficie jacobiana (degenere o no), la 
cosa si semplifica. Allora occorre e basta che sia ô= + 1. 

È questo il risultato che, sebbene non apparisca mai esplicitamente, sta al 
fondo delle considerazioni dello HUMBERT. 

Al ragionamento ora fatto si possono collegare interessanti considerazioni 
aritmetiche che forse avremo occasione di riprendere. 
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(o assi) di V,; con questa scelta degli argomenti u e v tutte le ope- 
razioni di (7°) si ridurranno, simultaneamente, all’aspetto 


(na ZA 
w = ìu, V = por. 


Ciò posto, vediamo, in questo paragrafo e nei successivi, quel 
che può dirsi dei gruppi G e T secondo le varie ipotesi che possono 
esser fatte sul tipo a cui V, appartiene. 


17. Eiko. 

In questo caso, essendo 4 = 0, il gruppo di moltiplicabilità di 
V, è identico, e quindi G e I sono i gruppi ciclici del 2° ordine 
generati da g, e y, rispettivamente. 


18. Tipo II). 

In questo caso k= h= 1 e V, è priva di integrali ellittici : 
essa ha, cioè, due (e soltanto due) pseudo-assi, che non sono certo 
degli assi. 

Il teorema del n° 15 assicura allora immediatamente che i gruppi 
G e I" sono (discontinui) infiniti, e il teorema del n° 14 fornisce 
che G è meriedricamente isomorfo a un sottogruppo del gruppo arit- 
metico riproduttivo di una forma binaria quadratica a discriminante 
positivo e non quadrato. 

Per far vedere che nel caso attuale il grado di meriedria di 
codesto isomorfismo è proprio 2, basterà dimostrare che: 

Due sostituzioni riemanniane modulari della nostra V,, rispon- 
denti a due sue omografie riemanniane distinte non possono indurre 
nel fascio dei suoi sistemi nulli una stessa proiettività. 

E infatti se ciò avvenisse per le sostituzioni g' e g”, il prodotto 
gg"? sarebbe per la V, una sostituzione modulare non identica e 
principale, o, ciò fa che lo stesso, periodica. D'altra parte al prodotto 
g' 9g" corrisponde un’omografia riemanniana non identica di V, che, 
essendo biassiale (n° 11) e con le rette dei punti uniti reali, non 
può esser periodica se non a patto di essere a periodo 2; dunque 
le radicî dell’equazione caratteristica di g’ g"—! (dovendo esser radici 
dell’unità e reali) sarebbero necessariamente + 1 e — 1, e gli pseudo- 
assi di V, sarebbero, contro l’ipotesi, razionali. 

Allora basta ricordare la struttura del gruppo aritmetico ripro- 
duttivo di una binaria quadratica a discriminante positivo non qua- 
drato, per concludere che: 

Per uua V, del tipo II) i gruppi G e I sono (discontinui) infi- 
niti; inoltre si può sempre scegliere in G un’operazione (aperiodica) 


ORO: 0 pr rr |P ET —"—"rr_——rr———T_TTT_————6m—_—_——_m' “ir 
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9, (corrispondente a un’omografia riemanniana biassiale), così che 

detta la corrispondente operazione di T, le operazioni di G e I 
Y2 p 

siano tutte date dalle formule 


Hi n We n 
9 gar api 


dove m è 0 o 1, ed n è un intero che percorre tutti i valori possibili 
da — oa + ca. 

Per conseguenza, le operazioni del gruppo (I°) si possono sempre 
supporre date da formule del tipo 


di ego, 0 e 00 


dove i segni sono concordi, n è un intero qualunque e a e p sono le 
due radici reali e non razionali di un'equazione quadratica del tipo : 


22+azt1=0, 
con a intero. 


$ 6. 


I GRUPPI Q E /' PER LE SUPERFICIE IPERELLITTICHE DEL TIPO FV). 


19. Qui si ha k = 1, h =3 ; e la V, non possiede integrali 
ellittici. Quindi essa ha ancora due (e due soli) pseudo-assi a e b 
che non sono certo degli assi. 

Ciò porta subito che G e I° sono ancora infiniti, poichè ciascuno 
di essi coutiene certo come sottogruppo un gruppo della stessa na- 
tura di quello incontrato per le V, del tipo II); ma si tratta ora 
di vedere se essi possano essere più ampi di questi loro sottogruppi. 

Troveremo, e in questo consiste il teorema più riposto della 
presente teoria, che ciò non può accadere se non per alcune delle 
superficie iperellittiche che sono birazionalmente identiche a invo- 
luzioni (di ordine = 1) segnate sulla superficie di JACOBI corrispon- 
dente al radicale quadratico 


Vad +1. 


Per esse i gruppi G e /' possono presentare due nuovi aspetti 
distinti che saranno pienamente caratterizzati. 

Poichè il comportamento eccezionale di cotesta superficie di 
JACOBI era stato già segnalato dallo HUMBERT nelle sue ricerche 
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sulle trasformazioni birazionali in sè di una superficie iperellittica 
Jacobiana, la chiameremo la superficie di JACOBI-HUMBERT. 


20. Una sostituzione riemanniana modulare della nostra V, cor- 
risponde a un’omografia riemanniana di V, che ha certo quattro 
punti uniti nei punti ove @ e b sì appoggiano a t e t. Poi, una 
volta che V, è pura, questa omografia non può certo esser soltanto 
assiale; quindi o ha due rette di punti uniti nelle rette a e b, o ha 
quattro e soltanto quattro punti uniti. 

Per comodità di discorso, chiamiamo g, le operazioni di @ per 
cui si presenta la prima alternativa, e g; quelle per cui si verifica, 
eventualmente, la seconda. 

Poichè di operazioni gs ne esistono sempre infinite, formanti un 
gruppo la cui costituzione ci è nota, supponiamo che la nostra V, 
ammetta una g;, che diremo gf, e vediamo a quali conseguenze 
conduce codesta ipotesi. 

Naturalmente, occorre appena avvertirlo, se di operazioni g; ne 
esiste una, ne esistono senz’altro infinite: per es. i suoi prodotti 
per tutte le g,. 


21. Grazie alle considerazioni del n° 14, e al teorema, già in- 
vocato, sulla struttura del gruppo aritmetico riproGuttivo di una 
binaria quadratica a discriminante positivo e non quadrato, l’ope- 
razione gf e una qualsiasi operazione gs inducono nel fascio dei 
sistemi nulli di V, due trasformazioni che sono potenze di una 
stessa proiettività; e quindi esiste una potenza di gř, diciamola gf”, 
che induce nel fascio dei sistemi nulli di V, la stessa proiettività 
indottavi da una conveniente g,, poniamo gf. Ma allora 


sd" Id 
è un’operazione g principale, cioè periodica (o, in particolare, iden- 
tica). 

Di qua, una volta che per ogni V, con k = 1, le operazioni 9, 
y © (y) sono a due a due permutabili, segue l’esistenza di un espo- 
nente » per cui risulta 


gemm = gf nigi 
Ciò posto, sia Z il minimo esponente positivo (certo > 1) per 


cui accade che: 
gif IA he 
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Come sarà dimostrato l’esponente / non può essere che 5. 


22. Supponiamo di aver scelto gli integrali u,v di V, nel modo 
indicato al n° 16 e sia 


r po 
u = lu, V = uv 


operazione di (7°) rispondente all’operazione gf. Allora l’opera- 
zione di (1) 
gi 4, Ea) 


risponderà alla gs che è uguale a gf”. 
Poniamo, per comodità di scrittura 


da, H=: 


Le radici dell'equazione caratteristica di gf sono immaginarie 
e tutte distinte, dunque i numeri 4 e u sono imaginari non coniu- 
gati (I, n° 22) e radici di un’equazione del tipo : 


(15) ot + Ao? + Bo + Co+1=0 


con A, B, € interi. 

Invece le quattro radici dell'equazione caratteristica della gs 
uguale a gf” o si riducono a due radici reali doppie distinte o (se 
quella gs è identica oppure coincide con g;) si riducono alla radice 
quadrupla 1. In tutti i casi, i numeri « e ĝ saranno dunque reali 
e radici di un’equazione del tipo 


(16) 2 +bazL1=0, 


con «a intero. 
La tabella cui appartiene V, è (I, n° 23) isomorfa alla matrice 
riemanniana 
ITA A 

17) | 


1 9k j 


quindi l’indice di singolarità di questa matrice deve essere uguale 
a 1, cioè 7 e u debbono soddisfare a due (e soltanto a due) rela- 
zioni indipendenti a coefficienti interi del tipo: 


L+ MAH p) HNA iu + e) + 
(18) 
+Piu + Q iut ut RE p=. 
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Come è chiaro, si può sempre supporre che 7 e u soddisfac- 
ciano a una relazione di questo tipo ove manchi il termine in 
4? + 2u4+ 2°, e quindi possiamo supporre che le due relazioni in 
discorso siano quella scritta e quest'altra 


(19) DWR uH R iu- O iptu RR pH. 
23. Ciò posto, osserviamo che 
È e= y 
e facciamo vedere che non può essere 


Do aa 
cond <m< L. 


Intanto è chiaro che non può essere 
A = al 


perchè altrimenti la tabella (17) ammetterebbe un sistema nullo rie- 
manniano degenere e sarebbe impura, mentre la V, di cui si tratta, 
essendo del tipo V), è pura; e allora non può neppure essere 


VI pu" = == 1 


con m positivo e inferiore ad l, perchè altrimenti si presenterebbe 
per la gf”, che non è certo una gs, il caso ora escluso per gf. 
Segue che 


(20) u= n, 


dove y è una radice primitiva dell’unità dordine l o d'ordine 2l 
secondo che nella (16), vale il segno superiore o il segno inferiore. 


24. Dico, ora, in primo luogo, che: 

L’esponente l non può essere pari. 

Per dimostrarlo, basterà far vedere che non può essere l= 2, 
perchè se fosse l = 2q con q > 1 si ripeterebbe per gř9 quello che 
ora diremo per gř nell’ipotesi che sia l = 2. 

E infatti se fosse l = 2, risultando 


W=a e =f, 


A e u non potrebbero essere imaginari se non a patto che fosse 
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a <0e f<0, e quindi nella (16) varrebbe il segno superiore, cioè 
sarebbe 
2° n = il 


iu = 1. 
Il che, per quel che è stato detto più sopra, è senz'altro assurdo. 


25. Dico, in secondo luogo, che: 
L’esponente l non può essere un multiplo di 3. 


E infatti se fosse l = 3 (unica ipotesi che importi considerare), 
3 3 


indicando con Ja e VB le radici cubiche reali di « e f, e posto 
2ai 


e= e? , sarebbe, una volta che % e u sono imaginari, 


| 


3 {_ 
e Va, oppure \ e 1P; oppure 


i= F 


Le V2. 


3 _ 
e Va 
Intanto, per quanto sappiamo, non può essere Au = + 1, cioè 
non può essere 
3 
Aeg: 


dunque dovrebbe essere 


oppure 
qa Re 
i= ela e u=e|B. 


Valga la prima alternativa. 
In tal caso le quattro radici dell’equazione (15) sarebbero 


300 5 3_ g.= 
ela, Va, eV, 2V6; 
quindi, badando che 
1+e+be= 

sarebbe 

pes 3 t- u Lt 

Va +YB=A4, Va +a +V = B; 
cioè 

A+ u= Ae e X + iu + p = B=—B(1+ 2) 
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Ma è pure 
3 
am e m = 1-56) 


quindi, come subito si verifica, per la tabella (17) sussisterebbero 
quattro e non già due relazioni indipendenti del tipo (18). 

Dopo ciò, resta naturalmente esclusa anche la seconda alter- 
nativa. 


26. Adesso prendiamo a considerare le due relazioni (18) e (19) 
che legano 4 e p. 
Nella (19) non può essere 


M4 Q'iu=0, 


perchè ne seguirebbe M’ = Q' = 0, oppure Zu, cioè 7, razionale e 
quindi eguale a + 1. Ora di queste due alternative, la seconda è 
stata già dimostrata assurda; ma anche la prima è da respingere, 
perchè altrimenti resterebbe per 4u, cioè per 7, Pequazione (non 
identica) a coefficienti interi : 


L'+Pn+R'y°=0, 


e ņ sarebbe una radice primitiva dell’unità d’ordine 2, 4, 3 o 6 
contrariamente a quel che è stato già dimostrato per l’esponente |. 
Ma allora la (19), posto y per Zu, ci dà: 


R'e HPH 


| PTE A T paperi, 
ni Qn+M 
da cui segue 
1:92 , N® o Ng 
AAA yga pie Et ra Aa 


(Qun+M') 


Sostituendo questi valori nella (18) si ricava un’equazione in 
n che è del quarto grado e a coefficienti interi; dunque, o questa 
equazione è identica, o y è radice primitiva dell’unità di uno dei 
seguenti gradi: 


Che quella equazione sia identica si esclude per altro con tutta 
facilità. 
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Infatti al posto di 2+ u e Au si pongano nelle relazioni (18) 
e (19) due variabili x e y, e si chiamino f(xy) e (æy) i due poli- 
nomi in cui si convertono i loro primi membri. 

Se quella equazione si riducesse a un’identità, sarebbe 


f(y) = 0 
per tutte le coppie xy soddisfacenti all’equazione 
p (cy) = 0. 


Ma nella (19), per il fatto che la matrice (17) non è impura, 
non può essere Q’ = R’ = 0, il che val quanto dire che il polino- 
mio g (xy) è certo del 2° grado, dunque f(xy) non potrebbe differire 
da (xy) che per un fattor costante, e le relazioni (18) e (19) non 
sarebbero, come è stato supposto, indipendenti. 

Intanto 7 è pure radice primitiva dell’unità d'ordine l o dor- 
dine 27, con l dispari e = 5, dunque l, come era stato preannun- 
ziato, è necessariamente eguale a 5, e n è radice primitiva, quinta o 
decima, del unità. 


27. Dimostrato che l= 5, indichiamo con Vœ e Vĝ le radici 
quinte reali di a e f e poniamo 
AONE. 
dove, una volta che 4 è imaginario, 0 è una radice quinta (imagi- 
naria, cioè) primitiva dell’unità. 


Siccome 
aa E 


il moltiplicatore u non potrà avere che uno dei tre valori 


9V7, %17, 03 VE. 


Fare su u la seconda o la terza ipotesi è indifferente, perchè 
basterebbe in caso guardare a gf? anzi che a gf e scambiare Puf- 
ficio di 7 e u, cioè di u e v; dunque possiamo dire che: 

I) o è 


= 0a e un 08; 
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II) o è 


Facciamo vedere che di queste due alternative la prima non 
può essere accettata, mentre, come si vedrà, la seconda è veramente 
realizzabile. 


28. Se valesse l’ipotesi I) le quattro radici dell'equazione (15) 
sarebbbero 


Ola, 0*Va, OVB, 04V8, 
quindi sarebbe intanto 
3 a E a a 
CRP Hama e MaRe a 


Ma 


dunque verrebbe 


atu=— ip 


cioè 


dove, come è chiaro, in queste e nelle formule che seguono valgono, 
sempre, insieme i segni superiori o insieme i segni inferiori, 
Inoltre sarebbe 


4? È A 
EE 4 (2404 oi B, 


cioè 


2 2 
HEE + (2+ 0+0) = B. 
Ma 
2? + u° + 20? = (4 + u}, 
dunque verrebbe 
A? 2 1 (04 
0 F PP = B0 F ( + 1), 


cioè 


Fo +(Bx2)0+(&w2)0 F o+ 2B— AF2 =D. 
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Ora l’equazione irriducibile di 4° grado a coefficienti interi cui 
soddisfa 0 è 
vt Hepe +a+4+1=0, 
dunque dovrebbe essere 
DA E e A E a i A 
2B — £ F 2= F1 cioò A?’ = El. 


Ma allora in tutte le formule scritte valgono intanto i segni 
superiori, poichè, essendo A intero, non può essere A? = — 1; 
quindi sarebbe 


B=1, A=0=t+1, du=0° 


Di qua seguirebbe : 


(CRE Se È 
Va + B= 0 (1 + 03)’ 
ia 
ma 
E = EI. 


e quindi Væ è VB, come subito si verifica, in nessun caso potrebbero 
esser reali. 
L’assurdo a cui siamo pervenuti giustifica la prima parte del- 
l’asserzione fatta più sopra. 
29. Sia ora 
5 


lea e u= 0? |P. 


Allora le radici di (15) sono 
OVa, 04Va, TT 63/8 
ed è iu = +03; dunque risulta 


(1+0)2+(1+0)4=— 4, 
O (1 + 9)4 + 0 (1 + 6?) u = F 0, 


16 


» = teo ee we —«< a a a a a a n 
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cioè 
/ 0 
2 = > [3A + 20 + (4 F 0) (0? + 02)} 
(21) 


2 
p= © [24 +30 — (4 F 0) (@ + 09), 


dove, per far sparire le irrazionalità dai denominatori di 4 e 4 si è 
tenuto' conto dell’identità 


(1 — 0 — 0? + 01E = 5 0$, 


e dove, come prima, è inteso che nelle formule scritte e in tutte 
quelle che seguono valgono insieme i segni superiori o insieme i 
segni inferiori. 

Di qua si trae subito un legame fra gli interi A e C. 

Infatti il prodotto dei secondi membri delle (21) è 


03 
(413404 09); 
ma è pure 4u = + 6, dunque 
(22) A°t3A40+4+0°= +5. 


Infine esprimendo che la somma dei prodotti a due a due delle 
quattro radici sopra seritte di (15) è uguale a B e tenendo conto 
dei valori di å e u dati dalle (21) si trova che: 


(23) B= oo 


30. Le espressioni (21) di 7 e u possono essere semplificate. 
Infatti, a seconda del valore di 9, 


0? + 03 — miri 
oppure 
e ea (1 
@+9@— 0, 
quindi 
i A+0, AFO 
ba (Ea O HE 
(24) i 
ATO: E 
AI) ra ale 
[a p| 10 V|. 


E TE E O n n MÈ _ © a 
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oppure 
alla gui 
(25) ; 
[amo tE LATO 


31. Le formule (24) o (25) pongono in evidenza che i coeffi- 
cienti di 0 e 0? nelle espressioni A e u sono, come debbono essere, 
reali, e le (21), quando si rifletta che sono multipli di 5 gli interi 
A — 0, 34A. + 20 e 2A + 30 o gli interi A + 0, 3A — 20 e 24 — 30 
secondo che nella (22) valgono i segni superiori o i segni inferiori, 
mostrano che, in ogni caso, À e u sono della forma 


ag + a% 0 + a, 0° + a 0? 


con 49,4, } 49,43 interi. 

Ma un altro fatto, ben più interessante per la nostra discus- 
sione, risulta dalle formule (21). Esse infatti possono essere scritte 
così : 


AO i 2A +30 
aj ila = AVRO ne 0, 
AEO 2A +30 
p= EL (14-09)4+ AE gp, 


quindi provano che l’espressione di 4 si può ricavare da quella di 
å ponendo in questa 0°, 0! e O al posto di 0,0? e 6°. Lo stesso ac- 
cadrà allora per u? e 42, 23 e 43, dunque la matrice (17) è (vincolata, 
cioè, una volta che ha da essere pura, è) isomorfa alla matrice 


1 0 o Ø 
(26) 


TO e LE 


Come è noto, la tabella (26) è realmente una matrice rieman- 
niana pura con k= 1 e k = 3, e le superficie iperellittiche corri- 
spondenti (qualunque sia la radice quinta primitiva 0) sono bira- 
zionalmente identiche alla superficie di JACOBI inerente al radicale 
quadratico 


Va +1, 


cioè alla superficie di JACOBI-HUMBERT; quindi abbiamo intanto che: 


_—- 
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ve ne sono, per la nostra YV,, anche di quelle cui competono le 
coppie ordinate (0°, 04), (63, 0), (04, 03). 

Ora con le quattro radici quinte primitive dell'unità possono 
formarsi in tutto otto coppie ordinate di radici distinte e non co- 
niugate. Di queste, quattro sono quelle scritte ; le altre quattro sono: 


(9,93), (02,0), (03,04), (04, 02), 

Ebbene : 

La V, considerata non può ammettere alcuna gi cui competa una 
di quest’ultime quattro coppie. 

E infatti se esistesse una g; cui rispondesse una di queste cop- 
pie, facendone le potenze, si troverebbero delle g; cui risponderebbe 
una qualunque delle rimanenti tre; ma allora il prodotto di due g;, 
a una delle quali competesse la coppia (0?, 04) e all’altra la coppia 
(04,0%), sarebbe una g; con la coppia (9, 0). E ciò è stato dimostrato 
assurdo. 

Per intenderci, chiamiamo ciclo ognuna delle due quaterne di 
coppie ordinate qui introdotte, 

Allora la discussione fatta prova che se una V, del tipo V) 
ammette delle gi, e quindi ne ammette infinite, i moltiplicatori 4 e u 
delle corrispondenti operazioni del gruppo (I°) sono dati, tutti, da for- 
mule che hanno necessariamente il seguente aspetto 


p=% [pa +30—- (4 F Ot +i] 


dove la coppia (A, C), secondo che valgono è segni superiori o i segni 
inferiori rappresenta una soluzione in numeri interi dell’equazione 


(28) æ + 3 æy + y? = 5 
o dell'equazione 
(29) x? — 3 xy + y? = — 5, 


A è il numero complesso coniugato di È, e (Ci, Čo) è una coppia ordinata 
di radici quinte dell’unità imaginarie, diverse e non coniugate, appar- 
tenente a un ben determinato ciclo, 

Viceversa : 

Se nelle (27), (A, C) è, a seconda del caso, una soluzione della 
(28) o della (29) e &, e È, sono due radici primitive quinte del’unità 


C Lg, =  —_—__ n__—r'r _.—_ _ -— rr Cv "—_ re — N 
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Una V, del tipo V) la quale ammetta delle operazioni g; è bira- 
zionalmente identica alla superficie di JACOBI-HUMBERT 0 ad una 
involuzione segnata su di essa. 


32, Per precisare questo risultato giova osservare quanto segue. 
Più sopra, posto 


5 — 
RSI, 
potevamo supporre 
u= 0°)8 oppure u = 63/f. 
Si è già detto che, allo scopo della discussione, era indifferente 


fare una ipotesi piuttosto che l’altra; e, infatti, si può verificare 
che se, invece di fare 


u = 0° Vb, 
si pone i 
5 
u= 03 VB 


si ottengono le stesse formule (21), salvo che, nella seconda, al po- 
sto del fattore esterno 0° comparisce invece il fattore 0°; ma le 
condizioni (22) e (23) restano le stesse, e la matrice (17) è sempre 
isomorfa a una matrice equivalente a (26), cioè alla matrice (26). 

Ma, fatta una delle due ipotesi, questa porta con sè una conse- 
quenza che va subito chiarita. 

Riprendiamo la nostra V, con la relativa gf, i moltiplicatori 
dell’operazione di (/") corrispondente a gf essendo 


a= ola, u=0)h. 


I moltiplicatori del quadrato, del cubo e della quarta potenza 
di questa operazione saranno 


2 = 0), u= 04); 23 = 03/8, w= o VB; 


5 


Al 94 ya, u = 83 VBA 


e quindi se vi è una g; cui compete, nel senso che risulta dal di- 
scorso, la coppia ordinata di radici quinte primitive dell’unità (0, 0?), 


-—. Lr _____ 
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diverse e non coniugate, esiste sempre una V, del tipo V) su cui la 
sostituzione 
(30) dad EE 0 


genera una trasformazione birazionale che è una gi. 
E invero, per le ipotesi fatte, 4 e u riescono radici complesse 
diverse e non coniugate dell’equazione a coefficienti interi 


(31) , o + Ao? + (2 — A0) + Co +1 = 0, 


o dell’equazione (a coefficienti interi) 


(32) o t 40° + (ACT 2) 0° + 00 +1=0; 
e la matrice 

IMPARA > 
(33) , 

1 u 


risultando isomorfa alla matrice (26), è una matrice riemanniana 
pura con k= 1 ed 4=3; dunque esistono delle V, [del tipo V)] 
appartenenti alla tabella (33) e su queste (che sono tutte birazio- 
nalmente identiche), in virtù della (31) o della (32), la (30) dà ve- 
ramente luogo a una trasformazione birazionale che non è certo una 
gs una volta che 4 e 4 non sono reali. 

Ma qui possono presentarsi due casi ben differenti. 

Se una V, del tipo V) ammette delle g, ma non ammette so- 
stituzioni riemanniane (modulari) principali diverse dall’identità e 
da g,, il relativo gruppo G è sempre meriedricamente isomorfo col 
grado di meriedria 2 a un sottogruppo del gruppo aritmetico ripro- 
duttivo di una binaria quadratica indefinita e non annullantesi; 
quindi il gruppo G ha sempre per una tale V, la struttura indicata 
al n° 18 per le V, del tipo II), con la sola differenza che qui la 
sostituzione ivi indicata con g, è una conveniente g; e non una 
conveniente gs. 

Se invece la V, ammette sostituzioni riemanniane (modulari) 
principali diverse dall’identità e da g}, queste non saranno certo 
delle gs, per il ragionamento fatto al n° 18, che qui, per le gs, po- 
trebbe esser ripetuto; quindi dovendo essere delle g; avranno ne- 
cessariamente per periodo 5 o 10, e, indicata una di esse a periodo 
5 con g, (e una tale g esisterà certo nelle ipotesi fatte), tutte le altre 
saranno date dai prodotti 


97 93 


O I. me = °° — _ ——, ——__+——+»@—’@—@@—@——@@——@—@—yrTTTrrrrrrrrrrrr—_n111_1——— , o —_ —__oeet__—__——_ __—————mm@muoeeooo@6o e’ EI eee 
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dove m è 0 o 1 ed a è 0, 1, 2,3 o 4, una volta che le sostituzioni 
di (I°) corrispondenti a quelle a periodo 5, non potendo avere per 
coppie di moltiplicatori che le coppie di un determinato ciclo, non 
possono essere che quattro. 

Allora nei moltiplicatori, del tipo (27), della operazione di (T) 
rispondente a una qualsiasi g; della V, i coefficienti di Z, e £, sono 
da soli i moltiplicatori di una operazione di (T) rispondente a una 
g che risulta una gs, poichè È, e ¢,, per quel che è stato detto, sono 
certo i moltiplicatori di una operazione di (T`) rispondente a una gz: 
col periodo 5; quindi, in tal caso, il gruppo G è generato dalle tre 
sostituzioni riemanniane 


as 931 92) 


dove g, è una conveniente gs. 

Ora le due alternative sono entrambe possibili. 

La possibilità della prima è mostrata dalla V, appartenente 
alla tabella (7?) 


1 —1-4|40 —0° — 30 + 202° — 30° 8 +4 802 + 1303 


Tie agi — 39 8-480 +130 


equivalente alla tabella 


1 90 —0° 9 +30 110° 


1 0° —0' 0° +39 110 


la quale ron ammette sostituzioni principali a periodo 5; la possi- 
bilità della seconda è mostrata immediatamente dalla superficie di 
JACOBI HUMBERT. 


33. Si badi che per la discussione fatta ad ogni g; di una V, 
(che ne sia dotata) risponde una soluzione intera di una delle due 
equazioni (28) o (29); ma non bisogna pensare che ad ogni tale so- 
luzione risponda una g; di quella stessa V, , qualunque sia questa V, . 

La cosa sta per altro per la superficie di JACOBI-HUMBERT, 
come si può verificare direttamente; cosicchè per essa può enun- 
ciarsi il seguente teorema : 


(12) Questa tabella si ottiene dalla (17) o (33) facendo nelle (21) A=4 e 
c=+1 


248 GAETANO SCORZA 
Per la superficie di JACOBI-HUMBERT appartenente alla tabella 


to 0 E 


O CRTE 


le operazioni del gruppo (T°) sono date tutte dalle formule 


(Mm 3A4+20+ (AF 0) (ta + a)l] u% 


(34) ; 

v= E pa+2o0+ UFG HE 
(4 

| u = I [BA + 20 + (A =F 0) (ts + Ca)] %, 
(35) 

(or 5 (BA +20 +(4 F Olta + Talv 


quando vi si supponga che la coppia (C, ,Ċ,) percorra il ciclo indii- 
duato da (0,0?) e la coppia (A, O) percorra, secondo che valgono i 
segni superiori o è segni inferiori, tutte le soluzioni intere della equa- 
zione (28) o della equazione (29). 

Naturalmente le operazioni di (T) date dalle (34) rispondono alle 
gı, e quelle date dalle (35) rispondono alle g, della superficie. 


34. Riassumendo la discussione fatta e limitandoci a parlare, 
per brevità, del solo gruppo @, abbiamo il seguente teorema : 

Per una V, del tipo V) il gruppo G: 

1) o è generato, come per le V, del tipo II) da g e da una so- 
stituzione (aperiodica) g, rispondente a una omografia riemanniana 
biassiale ; 

2) o è generato da g, e da una sostituzione (aperiodica) gg rispon- 
dente a una omografia riemanniana con quattro (e soltanto quattro) 
punti uniti ; 

3) o è generato da g,, da una sostituzione principale gy col pe- 
riodo 5 e da una sostituzione g, rispondente a un’omografia rieman- 
niana biassiale, 

I tre casi sono tutti realizzabili; ma gli ultimi due non possono 
presentarsi se non per V, che siano birazionalmente identiche a invo- 
luzioni (d’ordine = 1) segnate sulla superficie di JACOBI-HUMBRERT, 
per la quale si verifica appunto Valternativa 3). E in essi i moltipli- 


— 
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catori delle sostituzioni lineari sui parametri corrispondenti alle tra- 
sformazioni birazionali hanno una struttura aritmetica nettamente 
definita în relazione alle soluzioni intere delle due equazioni 


e L3 ay ty =5 e æ — 3 ayp y =i. 


$ 7. 


I GRUPPI Q E I’ PER LE SUPERFICIE IPERELLITTICHE 
DEI TIPI III) IV) E VI). 


35. La caratterizzazione dei gruppi G@ e I per le V, dei tipi 
III), IV) e VI) è resa presso che immediata dal fatto che tutte 
queste superficie contengono due fasci ellittici isolati di curve ellit- 
tiche, per modo che ogni loro eventuale trasformazione birazionale 
deve mutare in sè ciascuno di questi fasci subordinandovi una cor- 
rispondenza birazionale. 

Segue che, se a rappresentare parametricamente una di queste 
V, si ricorre proprio ai suoi due integrali ellittici u e v, per modo 
che (n° 16) ogni operazione di (7°) è del tipo 


(36) o = 0 = pa 
tanto 4, quanto u non può essere eguale che a 


+1, —L tih ~i bi —& t? o— e, 


2zi 
dove, al solito, è = V-1 ed s=e¢°. 

Da ciò risulta subito, intanto, che: 

I gruppi G e I per le V, dei tipi III), IV) e VI) sono in ogni 
caso finiti (78), 

Ma le cose possono essere facilmente precisate. 

Si osservi che il moltiplicatore x (e lo stesso dicasi per 4) non 
può assumere uno dei valori imaginari della serie di numeri sopra 
scritta, se non a patto che il corrispondente integrale v sia armo- 
nico o equianarmonico, nel primo caso non potendo essere che + è, 
e nel secondo che + e o + #*; e si osservi, inoltre, che per una V, 


(73) Questo fatto, naturalmente, può esser dedotto anche dal teorema del 
n° 15 di questa 22 parte della Memoria. 


cr er 


=——r——pre em. ym—Ym——_—_— w———————_———_——_—yp —m—__rmem@o@wv@ di dita =  — — 


250 GAETANO SCORZA 


del tipo VI), i due integrali ellittici u e v, pur essendo entrambi a 
moltiplicazione complessa, non possono essere entrambi armonici o 
entrambi equianarmonici, una volta che debbono essere isolati. 

In conformità di ciò, se dei due integrali u e v uno solo è ar- 
monico o equianarmonico conveniamo che questo sia v; e se dei 
due integrali x e v uno è armonico e l’altro è equianarmonico, in- 
dichiamo il primo con « e il secondo con v. 

Allora è chiaro che il gruppo (T), per le V, qui considerate, 
non può presentare che una delle seguenti sei alternative: 

1) o è il gruppo ciclico d’ordine 2 costituito da: 


w =u vito uil, vii 
2) o è il gruppo quadrinomio costituito da: 
w =u, vir; «= —u, ve —_0v8 w=u 
va=—v; uv =—u, vee: 
3) o è il gruppo d’ordine 8 generato da: 
w =— u, V= v; wu, v =i: 


4) o è il gruppo d’ordine 6 generato da: 


La da 


w= — u, v =w; u =u = ed; 


cioè il gruppo ciclico generato da: 


f 


w = — U, v = — ev: 


5) o è il gruppo d’ordine 12 generato da: 


z 


w =— u, v =v; wau v=— ev; 


6) o è il gruppo d’ordine 24 generato da: 


w = iu, v=ev: 

36. Per dimostrare che queste sei alternative sono tutte rea- 
lizzabili e per caratterizzare le V, per cui ciascuna di esse si pre- 
senta, giova ricorrere alle seguenti considerazioni. 

Intanto, grazie alle ipotesi fatte sui parametri « e v, la tabella 
a cui appartiene una delle nostre V, si può sempre supporre della 
forma: 

o, ©, 0 0 
(37) 


t J d , ? 
Wi Wo dg Wa 
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dove le œ sono legate da due relazioni lineari omogenee a coeffi- 
cienti interi; anzi, se il gruppo (I) ha da presentare l’alternativa 
3), nella (37) si può supporre 


drill DAG 


e se il gruppo (T) ha da presentare le alternative 4) o 5), nella 
(37) si può supporre 


37. Ciò posto, supponiamo in primo luogo che nel gruppo (F) 
della V, appartenente alla tabella (37) appaia la sostituzione lineare 


Allora, giacchè questa sostituzione deve generare sulla V, una 
trasformazione birazionale, occorre che (œw; , — @1) e (09, — œz) siano 
due coppie di periodi simultanei per v e v; quindi debbono esistere 
degli interi a, b, c, d, per modo che sia 


— wi = W — 4w; — bay, 


— w = ©) — tw; — doi, 
cioè 


,_ 05 +boj —, _ 60 + doi 
ETRE o 


Qui gli interi a, d, c, d possono essere calcolati rispetto al 
modulo 2; per conseguenza, si può supporre che tanto wi, quanto wz 
sia uguale a uno dei seguenti quattro valori : 


t LI 1 
w3 Da 03 + 04 
DIA rà AO 


Se wi e œw, sono eguali e non sono entrambi nulli, uno dei due 
si può supporre ridotto a zero; dunque, nell’ipotesi fatta, salvo a 
cambiare qualcuna delle denominazioni per i periodi œ e w’, la ta- 
bella (37) può ridursi a uno dei tre aspetti seguenti : 


0, wQ 0 


(37°) |» 
0 0 wi Wa 
w 0, 0 (0 O da 00 
(377) L ala a G NT 
Ura i 0 5, 1 2 
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38. Supponiamo, in secondo luogo, che nel gruppo (T`) della F, 
appartenente alla tabella (37) compaia la sostituzione lineare 


eg, od = 
per modo che la (37) può essere scritta così: 


©, w 0 0 
(38) 


wi 0 1 è 


Allora occorre che (œ; ,iw;) e (w, , iw) Siano due coppie di pe- 
riodi simultanei per u e v; quindi deve essere 


io = w — & — bi, 
iw, = w, — ¢ — di, 
cioè 


PANC a rA 0 ene 


TT 2 E 2 


con a, b, c,d interi. 
Siccome, rispetto al modulo 2, 


a—b=a+bec-d=c+d, 


si vede che tauto @;, quanto œw, si può supporre eguale a uno dei 
numeri 
14% 
0 —— . 
4 2 
Ma, al solito, se sono eguali e nor sono entrambi nulli, uno 
dei due può esser ridotto a zero, dunque, nell’ipotesi attuale, la 
tabella (34), salvo a cambiare i significati di w, e ©,, non può pre- 
sentare che uno dei seguenti due aspetti 


od, %w 0 0 
(38%) , (38”) ; . 
pere ; 


D: Op IT 


39. Supponiamo, iu terzo luogo, che nel gruppo (T) della V, 
appartenente alla tabella (37) sia contenuta la sostituzione lineare 


deg 0 05 
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nel qual caso la (37) si può supporre rimpiazzata da : 


0, Wo 0 0 
(39) 


ol OLI £ 
Allora, occorre che esistano degli interi a, b, c, d per modo 
che si abbia 


e = w; — a — be, 


ew = w — € — de, 


ossia 
a (20—d)+(+d)e 
wi = =, w= ——— ~. 
3 3 
Ma 
2a — b = — (a + b), 2e — d = — (0 + d) (mod. 3), 


dunque ciascuno dei periodi dj e œ, si può supporre eguale a uno 
dei seguenti tre numeri: 


Badando, come prima, che se œw; e œw, sono eguali e non en- 
trambi nulli, uno può esser ridotto a zero, ed osservando che 


— 1 — 1 
E SE i8 


2 
3 gu 


si vede che, nell’ipotesi fatta, la tabella (39) può esser ridotta al- 
l’uno o all’altro di questi due aspetti: 


w, Wg 0 o0] 


» 89)/ eil 


w, ð 0 0 
(39°) 


0 0 1 e 


40. Supponiamo, in quarto luogo, che nel gruppo (I°) della V, 
appartenente alla tabella (37) compaia la sostituzione lineare 


(40) u = iy ve= — ev 
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Allora nel gruppo (I°) comparisce pure la sua quarta potenza, 
cioè 


quindi la tabella (37) o si può ridurre all’aspetto (397) o si può ri- 
durre all’aspetto (39”). 

Ma sopra la V, appartenente a una tabella del tipo (39°), la 
sostituzione (40) non dà luogo a una trasformazione birazionale per- 
chè una relazione del tipo 


eT— 1 
3 


ng 


— 1 
c2 = +a de 
con a e b interi è assurda, dunque, nell’ipotesi fatta, la V, appar- 


tiene certamente a una tabella del tipo: 


l Oa Om 
(39°) 


0 0 1 e 


41. Infine supponiamo che nel gruppo (7) della solita V, sia 
contenuta la sostituzione 


U amm iu, V =e. 


Allora nel gruppo è contenuta pure la (40) e quindi la V, ap- 
partiene intanto a una tabella del tipo (39°). Ma poi u è un inte- 
grale armonico e quindi si può supporre 


w,= 1, Wo = t; 


dunque nell'ipotesi attuale la tabella cui appartiene la V, è equi- 
valente all'altra : 

1 i 0 0 
(41) 


cioè la superficie considerata rappresenta la varietà delle coppie di 
punti estratte da due curve ellittiche di cui una è armonica e l’altra 
è equianarmonica. 


42. Le considerazioni dei ni 37,...,41 possono essere tutte in- 
vertite; inoltre si vede subito che i due fasci ellittici di curve el- 
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littiche situati sopra una delle nostre V, si unisecano, se la tabella 
a cui essa appartiene ha Paspetto (37) [in particolare (38°), (39°), 
(41), si bisecano se ha l’aspetto (37”) o, in particolare, (38”), si 
quadrisecano se ha Vaspetto (37°) e si trisecano se ha l’aspetto 
(39”) (79). 

Dunque, raccogliendo tutte le osservazioni fatte possiamo enun- 
ciare il seguente teorema: 

Per le V, considerate in questo paragrafo i gruppi G e I: 


1) o sono ciclici del 2° ordine ; 
2) o sono quadrinomi ; 

3) o sono dell’ordine 8; 

4) o sono dell’ordine 6; 

5) o sono dell’ordine 12; 

6) o sono dell’ordine 24. 


Per le V, del tipo III) non possono presentarsi che le alternative 
1) e 2); per le V, del tipo IV) non possono presentarsi che le prime 
cinque ; per le V, del tipo VI) possono presentarsi tutte e sei. 

Nel caso 2) i due fasci ellittici di curve ellittiche situati sulla V, 
si unisecano, sì bisecano o si quadrisecano ; nel caso 3) si unisecano 
o si bisecano; nel caso 4) sì unmisecano o si trisecano ; nei casi 5) e 
6) si unisecano. 

Nel caso 3) uno dei fasci è armonico e Valtro è costituito di curve 
armoniche ; nei casi 4) e 5) uno dei due fasci è equianarmonico e Valtro 
è costituito di curve equianarmoniche ; nel caso 6) la V, è birazional- 
mente identica alla superficie iperellittica che rappresenta le coppie di 
punti di una curva ellittica armonica e una curva ellittica equianar- 
monica. 

$ 8. 
I GRUPPI @ E /' PER LE SUPERFICIE IPERELLITTICHE DEI TIPI 
VII) VIII) E IX). 


42. Le superficie iperellittiche degli ultimi tre tipi ammettono 
tutte infiniti fasci di sistemi nulli contenenti ciascuno infiniti 
sistemi nulli riemanniani, 


(74) Le superficie iperellittiche appartenenti a tabelle dei tipi (87°), (37”), 
(38^), (38”), (39°) e (39”) si erano già tutto presentate a BAGNERA e DE FRANCHIS 
[loe. oit. (3t), ni 10,..., 13] come sostegni di involuzioni di irregolarità 1 non e- 
quivalenti a rigate ellittiche; non così quelle appartenenti a tabelle del tipo 
(87). E ciò è ben naturale, poichè ogni involuzione segnata sopra una tal sn- 
perticie o è iperellittica o è equivalente ad una rigata. La ragione oche esolude 
queste superficie dalle considerazioni di quegli scienziati si trovu nella discus- 
sione che essi fanno nel luogo citato al n° 10. 


q_—_—.t mi, TTTec-rr__—_—_ rr eee é''___'_ re‘ e 
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Ciascuno di codesti fasci contiene due e due soli sistemi nulli 

degeneri i cui assi possono essere: 

1) due rette reali distinte non razionali; oppure 

2) due rette reali distinte e razionali; oppure 

3) due rette reali coincidenti in un’unica retta (necessaria. 
mente razionale); oppure 

4) due rette imaginarie coniugate. 

Per le superficie del tipo VII), che sono tutte pure, le sole 
alternative possibili sono la prima e la quarta; per quelle dei tipi 
VIII) e IX) possono presentarsi tutte e quattro. 

Tra le omografie riemanniane generate per prodotti dai sistemi 
nulli riemanniani di uno dei fasci in discorso, ve ne sono sempre 
(n° 15) di quelle che dànno luogo a sostituzioni riemanniane modu- 
lari, e il gruppo formato da queste sostituzioni modulari, che diremo, 
per intenderci, un gruppo L, è finito nei casi 2) e 4), mentre è in- 
finito nei casi 1) e 3). 

Nel caso 1) il gruppo L ha la stessa struttura del gruppo G 
di una V, del tipo II) e sarà detto iperbolico. 

Nel caso 2) il gruppo L ha la stessa struttura del gruppo @ 
di una V, del tipo III); quindi o è il gruppo ciclico del 2° ordine 
generato da g}, 0 è un gruppo quadrinomio. 

Nel caso 3) il gruppo L, per un ragionamento analogo a quello 
del n° 14, applicato all’insieme delle forme riemanniane alternate 
intere rispondenti ai sistemi nulli riemanniani del fascio, e per una 
osservazione del n° 18 è meriedricamente isomorfo col grado di me- 
riedria 2 a un sottogruppo del gruppo aritmetico riproduttivo di 
una binaria quadratica semi-definita; quindi è sempre assimilabile 
al gruppo G di una V, del tipo II), salvo che l’operazione aperio- 
dica che lo genera insieme con 9g, , corrisponde non già ad una o- 
mografia biassiale con le rette dei punti uniti distinte, ma ad una 
omografia biassiale con le rette dei punti uniti coincidenti in un’u- 
nica retta (razionale). In tal caso esso sarà detto parabolico. 

Nel caso 4) il gruppo L è meriedricamente isomorfo col grado 
di meriedria 2 al gruppo aritmetico riproduttivo di una binaria qua- 
dratica definita; d’altra parte le radici dell’equazione caratteristica 
di una sua operazione non identica e diversa da g,, debbono ridursi 
a due radici doppie imaginarie coniugate e debbono pure essere 
radici dell’unità, cioè non possono essere che 


+i e —i, o e ed e, o —e e —e (i=/—1, =e?) 
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dunque, esso, o è il gruppo generato da g; o è il gruppo ciclico 
generato da un’operazione del 4° ordine avente per radici dell’equa- 
zione caratteristica + è e — i; o è il gruppo ciclico generato da 
un’operazione del 6° ordine avente per radici dell'equazione carat- 
teristica — s e — e°. Ove si verifichi una di queste due ultime al- 
ternative, il gruppo L si dirà ellittico (75). 

Dicendo A il sottogruppo di T' corrispondente a un sottogruppo 
L del gruppo G di una delle nostre V, ed estendendo a A le de- 
nominazioni introdotte per L, possiamo enunciare intanto il seguente 
teorema ; 

I gruppi G e T di una V, degli ultimi tre tipi sono sempre in- 
finiti (discontinui). Essi contengono in ogni caso infiniti sottogruppi 
L o A iperbolici; ma se (e soltanto se) la superficie è del tipo VIII) 
o IX) essi contengono anche infiniti sottogruppi L o A parabolici. 

Precisamente, si ha un sottogruppo L (e un corrispondente gruppo 
A) iperbolico per ogni coppia di pseudo-assi della superficie, distinti 
e non razionali; si ha invece un sottogruppo L (e un corrispondente 
sottogruppo A) parabolico per ogni eventuale asse della superficie. 


44. Se per una delle V, qui considerate esiste un gruppo L 
{o A) quadrinomio o ellittico, ne esistono infiniti altri della stessa 
sua struttura; ma non è detto che di gruppi L sì fatti ne debbano 
esistere in ogni caso. Vogliamo appunto vedere sotto quali condi- 
zioni essi si possono presentare. 

Per un gruppo L (o A) che sia quadrinomio, la questione, in 
sostanza, è stata già risoluta al n° 37, dove adesso gli integrali 
ellittici u e v son da considerare come vincolati; quindi possiamo 
dire che: 

I gruppi G e I° di una V, dei tipi VIII) e IX) possono contenere 
(uno, e quindi) infiniti sottogruppi L o A quadrinomi ; ma ciò accade 
quando e solo quando la V, appartiene a una tabella riconducibile al- 
aspetto (37), (37"”) o (BT). Allora essa ammette una coppia di fasci 
ellittici di curve ellittiche unisecantisi, bisecantisi o quadrisecantisi, e 
quindi ne ammette addirittura infinite. 

Per un gruppo L (0 A) che sia ellittico e dell’ordine 4 o 6 la 
questione è stata già risoluta dai sig. BAGNERA e DE FRANCHIS(78); 


(75) Queste denominazioni sono chiaramente suggerite da denominazioni della 
teoria delle forme quadratiche ternarie. Come pure, è in teoremi ben noti di 
questa teoria che deve esser ravvisata la chiave del fatto che un sottogruppo 
L d'ordine finito ha l'ordine 2, 4 o 6. 

(78) Loo. oib. (34), ni 39 e 40. 
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ma, per uniformità di metodo, vale la pena di ritrovare i loro ri- 
sultati dal punto di vista di questa Memoria. 


45. Sia dunque V, una superficie iperellittica (di uno degli ul- 
timi tre tipi) il cui gruppo G contenga un sottogruppo ellittico L 
del 4° ordine. 

Questo sarà generato da un’operazione g del 4° ordine avente 
per radici dell'equazione caratteristica + i e — è. 

L’omografia riemanniana della V, corrispondente a gè un’omo- 
grafia ‘biassiale involutoria avente per rette di punti uniti due rette 
imaginarie coniugate o e o appoggiate alle imagini t e 7 della Va. 

Segue che le rette o e o (I, n° 60) si possono riguardare come 
imagini di una superficie iperellittica Vy a indici massimi, e che g 
è una sua sostituzione modulare rispondente a un’omografia che 
subordina su o e o delle identità. 

Ma allora, poichè g ha per radici dell’equazione caratteristica 
+i e —i, Vz è (n° 7) una superficie iperellittica armonica; quindi 
si può supporre che la tabella cui essa appartiene sia 


GO. 


0 01 i 


cioè si può supporre che o ed siano, rispettivamente, le rette con- 
giungenti i punti (1, î, 0, 0), (0, 0, 1, ¿) e i punti (1, — i, 0, 0), 
010 i Gb 
Di qua, poichè 7 congiunge un punto di o a un punto di o, si 

trae intanto che la tabella cui appartiene la nostra V, può ridursi 
all’aspetto 

1 On -A i 
(43) i 

1 =i 4 — mi 


Si tratta, adesso, di vedere a quali condizioni debbono soddi- 
disfare 7 e u perchè la (43) sia una matrice riemanniana. 

Si osservi che g è una sostituzione principale; quindi Pomo- 
grafia corrispondente muta in sè un sistema nullo principale di V3; 
poniamo il sistema x. 

Le rette o e o, corrispondendo a radici dell'equazione caratte- 
ristica dell’omografia diverse da 4 1 e — 1, sono mutate in sè dal 
sistema z, quindi z è, nel tempo stesso, un sistema nullo rieman- 
niano di Vz, cioè un sistema nullo riemanniano delia matrice (42), 
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Ciò porta che la sua equazione è del tipo: 
(44) = a(1,2)+-b[(1,3) +-(2,4))+-c[(1, 4)— (2,3) +4 (3,4)= 0, 
dove «, b, c, d sono interi, che si possono supporre primi tra loro, 
e (j, l) sta per a; yı — XY; . 
Lo pfaftiano del determinante emisimmetrico formato coi coef- 


ficienti di (44) è 
ad — b? — e, 


e il determinante formato con le parti reali e i coefficienti dell’ima- 
ginario degli elementi di (43), posto 


=å thi, e= my + mei 
con faa Agy aa reali di 


ie O PP A 


= 
© 
È 
k= 
[o 


fida m — pı 


che è eguale a 
o= + A+ 4); 


dunque, esprimendo che x è un sistema nullo principale di (43) (77) 
si trova che deve essere: 


diu + (0 — bi) A + (e + dbiluta=0 
(ad — b? — e?) [(A, — m)? + (A, + wo] < 0; 
questa diseguaglianza equivalendo alle altre due : 
uti e B+ET—-ad>0; 


delle quali la prima risponde evidentemente al fatto che la retta 7 
non può esser reale. 


(17) Qui si adopera l’importante teorema di BAGNERA e DE FRANCHIS già 
invocato precedentemente [loc. cit. 88)]. 
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Le considerazioni fatte possono essere invertite e quindi si ha 
il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè i gruppi G e I° di una 
superficie iperellittica (di uno degli ultimi tre tipi) siano dotati di 
sottogruppi ellittici L e A del quartordine, è che la tabella cui essa 
appartiene sia equivalente a una tabella del tipo (43), dove 4 e u 
sono numeri complessi non coniugati, fra i quali sussiste una rela- 
zione della forma 


dhu + (e — di) A + (e + bi) u + a= 0, 
con a, b, c, d interi e soddisfacenti alla diseguaglianza 
V+ e — ad > 0. 


46. Un procedimento analogo a quello or ora adoperato for- 
nisce subito quest'altra proposizione : 

Condizione necessaria e sufficiente perchè i gruppi G e Tdi una 
V, (di uno degli ultimi tre tipî) contengano sottogruppi ellittici Le A 
del sesto ordine, è che la tabella cui essa appartiene sia equivalente a 
una tabella avente l'aspetto 


(45) 


e 9 E 


dove À e pu sono numeri complessi non coniugati, fra i quali sus 
siste una relazione della forma 


diu— [e + (b + c) e] 2 + [b + b + c)s] u + a= 0, 


con a, b, c, d interi e soddisfacenti alla diseguaglianza 
P + e + be — ad >> 0. 


47. Se una superficie iperellittica appartiene a nno dei tipi 
VII) o VIII) ogni sua omografia riemanniana (non identica) è 
biassiale, con le rette dei punti uniti appoggiate alle imagini della 
superficie. Ma allora questa omografia è certo ottenibile come pro- 
dotto di sistemi nulli riemanniani; e quindi: 

Per le superficie iperellitiche dei tipi VII) e VIII) le operazioni 
dei gruppi G e T sono esaurite da quelle dei loro sottogruppi 
L e A. 
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Ciò non è vero per le V, del tipo IX) perchè non tutte le 
omografie riemanniane di una tale superficie provengono per pro- 
dotti dai relativi sistemi nulli riemanniani: quindi, per approfon- 
dire la ricerca in quest’ultimo caso ci resta da vedere se per nna 
superficie del tipo IX) possano esistere operazioni del gruppo G 
rispondenti : 

a) a un’omografia riemanniana biassiale con gli assi nelle 
imagini r e 7 della superficie; oppure 

b) a un’omografia riemanniana assiale, con le rette dei punti 
o piani uniti appoggiate alle imagini della superficie ; oppure 

c) a un’omografia riemanniana con due soli punti uniti (di- 
stinti, imaginari coniugati) situati Puno su 7 e l’altro su T ; oppure 

d) a un’omografia riemanniana con quattro soli punti uniti 
(distinti), situati due su 7 e gli altri due (coniugati ai precedenti) 
su T. 

Grazie alle osservazioni del n° 23 della Parte Prima è chiaro 
che altre alternative ulteriori non sono possibili. 

Le alternative a), b), c), e d) saranno discusse separatamente 
nei ni che seguono; intanto non sarà male preannunziare fin da 
ora che le prime tre non possono verificarsi che per superficie 
particolari; e precisamente per superficie che in ogni caso sono 
birazionalmente identiche a involuzioni (di ordine = 1) segnate so- 
pra una superficie iperellittica armonica o equianarmonica. 


48, Alternativa a). 
Per ciò che è detto al n° 7 essa ha luogo quando e solo quando 
la superficie considerata è armonica o equianarmonica. 


49. Alternativa b). 

Sia g un’operazione del gruppo @ della nostra V, per cui si 
presenti il caso b). 

Allora la corrispondente equazione caratteristica deve posse- 
dere una radice doppia e due radici semplici; la prima risulta 
quindi razionale, cioè intera, cioè + 1 o — 1, e le altre due risul. 
tano due numeri imaginari coniugati, radici di un’equazione della 


forma 
es Lazgl=0 
con 4 intero. 
Ma allora (cfr. n° 6) qui deve valere per l’ultimo coefficiente 
il segno superiore, e poi deve essere a = 0, {+ 1, o —1; per con- 
seguenza le altre due radici saranno +i e — i, oppure e ed £, 


o ea — 8% 
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Segue, scegliendo a parametri « e v gli integrali ellittici di V, 
corrispondenti Puno alla retta dei punti uniti dell’omografia rispon- 
dente a g e l’altro a quella dei piani uniti, che l’operazione di (I`) 
corrispondente a g può supporsi che sia 


AES, G == y 
dove a è +1 o — 1, e f è 


i, — i, & — g & o — e. 

Di qua, per l’analisi dei n? 38 e 39, si trae intanto che la V, 
o contiene dei fasci ellittici di curve ellittiche armoniche o contie- 
ne dei fasci ellittici di curve ellittiche equianarmoniche, 

Ma questa volta gli integrali ellittici della V, sono tutti a 
moltiplicazione complessa e tutti vincolati fra di loro, quindi nelle 
ipotesi attuali la tabella cui appartiene la V, pnò ridursi ad avere 
uno dei quattro aspetti seguenti 


A a+bi c+di 0 0 
a bpa 0 0 a | 

(467 46” i 

) ko motna i ig AU AR A 
2 

i Sl ao $ a + de ct de Diodo 

(47°) gi AI) CSA 
0 0 iene 0 3 r E 


dove (a,b,c) o (a,b,c,d) sono numeri interi (che si possono sup- 
porre primi fra loro) assoggettati alla sola condizione di far risul- 
tare imaginario il rapporto dei primi due periodi della prima riga 
della tabella cui si riferiscono. 

Concludendo : 

Una g che risponda all’alternativa b) è necessariamente periodica 
col periodo 4, 3 o 6. 

Se essa ha il periodo 4, la V, considerata rappresenta un’invo- 
luzione (di ordine > 1) segnata sopra una superficie iperellittica ar- 
monica e appartiene a una tabella riconducibile all’aspetto (467) o 
(467); se invece ha il periodo 3 o 6, la V, rappresenta un’involu- 
zione (di ordine => 1) situata sopra una superficie iperellittica equia- 
narmonica e la tabella cui appartiene è riducibile a uno dei due 
aspetti (47°) e (47%). 
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50. Alternativa c). 

Se l’operazione g della V, presa in esame risponde al caso c) 
la sua equazione caratteristica deve avere due radici doppie imagi- 
narie coniugate, soddisfacenti a un’equazione della forma 


2? +a L1=0 


con a intero; quindi, al solito, codeste radici sono + i e — i, e 
ed &, oppure — e e — æ. 

Poichè la discussione nel caso che le due radici siano e ed æ, 
oppure — e e — e, può essere ricalcata, con qualche cambiamento 
del tutto insignificante, su quella che faremo per il caso in cui 
esse siano -|- è e — i, noi, per disteso, non faremo che questa; ma 
va da sè che, alla fine, nell’enunciarne il risultato daremo addirittura 


il teorema che contempla tutti i casi possibili. 


51. Siano, dunque, +i e — è le radici (doppie) dell’equazione 
caratteristica in discorso, e siano (œ; , @,@3, %4) le coordinate del 
punto unito dell’omografia cui dà luogo g, situato su 7 e rispon- 
dente a una determinata di queste radici. Salvo, se mai, a consi- 
derare g9g,; invece di g, si può supporre che quest’ultima radice sia 
proprio + è. 

Il determinante caratteristico D (0) di g per o=è è nullo, ma, 
per ipotesi, di caratteristica 3; dunque, trascurando se mai un fat- 
tore di proporzionalità che qui non interessa, si può supporre che 
le œw siano numeri interi di Gauss, cioè della forma m + ni con m 
ed » interi, 

Ma 

ai y O y dg, O4 
si può pensare come riga di una tabella equivalente a quella cui 
appartiene V,; dunque questa superficie, per una ragione già ad- 
dotta, è, senz'altro, birazionalmente identica a uwinvoluzione (di 
ordine > 1) segnata sopra una superficie iperellittica armonica. 

Come parametri e v scegliamo due integrali ellittici, suppo- 
nendo per altro che il primo corrisponda all’asse di V, che con- 
giunge il punto (wj) col punto imaginario coniugato. 

Allora operazione (y) di (7°) corrispondente a g è del tipo 


48 w = iu, V =aut iv 
( ; 


con a+ 0, e la tabella cui appartiene la superficie, salvo a effet- 
tuare in caso una sostituzione unimodulare sui periodi di u e v 


S 
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può supporsi dell’aspetto 


Wi w2 [1] 0 
(49) 
Qi vi 0 œ; 


ove w; € œw} si possono supporre degli interi ordinari (nou nulli) 
e le altre œw e œw’ sono numeri interi di GAUSS. 

Naturalmente œ; e w, potranno non essere più i numeri indi- 
cati più sopra con gli stessi nomi, 

Ciò posto, indichiamo con a, i coefficienti (interi) della sosti- 
tuzione riemanniana modulare g. Dovrà essere: 


LA na DIGITI Pena” i J ' Ù 
| iw = t 10 +a, , wio =, + 4,209 + 41,303 +01 404 , 


iw = Q2 101- 42,90, 103 F Iw =A 10W; F 42,90) + 42,303 +2 4001 , 


(50) / 


0 = 43101+-43,203,; iwx=@3,101 | 43,209 + @g,303 +-@3,404 , 
0 = aa 10H aa 02 ioy =y 10] + 44,203 + 04,363 FHA aW; 
e 
(51) leap h= i 


Notisi prima di procedere innanzi che le relazioni (50) e (51) 
fra gli interi 4,3, le ©, w e il numero « esprimono le condizioni 
necessarie e sufficienti perchè l’operazione (48) generi sulla superfi- 
cie iperellittica appartenente alla tabella (49) una trasformazione 
birazionale; e che l’operazione del gruppo G corrispondente a que- 
sta trasformazione, ove sia a = 0, risulta certo un’operazione rispon- 
dente all’alternativa c) È appunto questo fatto che tra poco ci 
permetterà di invertire senz’altro le nostre considerazioni, 

Le ultime due equazioni della prima quadrupla delle (50) esi- 
gono che sia 


(52) a31 = lg, = M41 = dg, = 0, 


poichè altrimenti il rapporto — non potrebbe essere imaginario, 
w 


2 
dnnque si ha intanto 


\ iw = 4,1 01 + 4,202, 103 = 43,3 05 + 43404, 
(53) ( 
| iw: = 1 W1 F 4,202, io = 4303 + 4,4 0). 


= 


I e Ag A O e e e o -A an dtt m all = ur -_. 
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Di qua si trae 


a a12 aza — È d3,4 0 
ia do IT ng Una Ti 
dunque 
(54) d1,1 + 42,9 = 43,3 + aaa = 0, 
e 
(55) 1,1 d2,2 — 01,2 42,1 = 43,3 Aaa — Aga Ma3 = 1. 


Come è chiaro, le (52) e (55) implicano la (51). 
Poniamo ora, in conformità di quanto è stato detto più sopra, 


w=, @ =b ci; î=a”, o =b + e'i 
? $ 3 7 4 ’ 


dove a, b, c, a”, b, c’ sono interi e i primi tre si possono anche 
supporre primi tra di loro. 
Allora le (53) si convertono in queste altre 


== 01,30, db @g90, al = agg, D'' = 440; 
(56) b X 0 sr p se 0 
a a + agb = 0, aza 0" + az b” = 0, 


a210 F a22 b = — 0, ya 0” + ag b” = c'. 


Segue, primieramente, che a e b debbono essere divisibili 
per c, e a”, b” divisibili per ec; ma a, b, c sono primi fra di 
loro, dunque c = + 1 o, com’è lecito supporre, c = 1. 

Poi, posto, in conformità di ciò, con a’ e b’ interi 


w=, o=bti; w= e, ag=(V+di)e 


le (54), (55) e (56) si accordano tutte a dare 


1+0? 
ai, ==, a=, ka = quae 
14 5"? 
= = 4 n A SS, r 
a33 = daga = D, Msa =U, l = T, 


quindi 1 +? e 14b? debbono essere rispettivamente divisibili 
per a e a’. 
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Le sole equazioni (50) fin qui non considerate, posto per brevità 


is =X, Qia =Y, Qag =Z, Qg =É 
diventano 


aa + iwi = — bwi + aw + a’ ea + (b + è) e’ y, 
TEET TA LE wi + bos pa d 2 4- (b’ +- i) t, 


e perchè queste coesistano, per un conveniente valore non nullo 
di « (che, si noti, è certo del tipo r +4 si, con r ed s razionali), 
occorre e basta che sia 


(57) (b + i) w — awm + a aH4- (04 i) e” 
e 
(58) —2(6+i)@01+2aws+a"c](1—bi)c+aî]4+-(1— ibe [b+ i)jy—at]=0. 


Invertendo le considerazioni fatte ed estendendole al caso in 
cui le radici dell’equazione caratteristica di g non siano + i e —i, 
ma e ed ?, o (ciò che sostanzialmente è lo stesso) — e e — æ, si 
trova il seguente teorema complessivo : 

Perchè una V, del tipo IX) possegga un’operazione g rispondente 
all’alternativa c), occorre e basta che la tabella a cui essa appartiene 
sia equivalente 

1) a una tabella del tipo 


a b+i 0 0 

o œ a (bpic | 

dove a, b, a’, b’, e’ sono interi (con a0, a'c'+0), 14-b? e 1 + db’? 
sono divisibili rispettivamente per a e a’ e inoltre wi e œw, sono inte- 
ri di GAUSS legati fra loro da condizioni della forma 


(59) 


—2(b4- w+ 2403 + a/e'[(1— bije aiz- +(1— bije’ [b-i — at] =0, 
(b +i) w — aw Fa e w H Hie y 


con x, y, z, t interi; oppure 
2) a una tabella del tipo 


a bHke 0 0 


(60) 
w œ a (+e) 
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dove a, b, a’, b’, c' sono interi (con a+ 0, œ e +0), 09 — b4+1 e 
b? — b + 1 sono divisibili rispettivamente per a e a' e infine wi e 
w, sono della forma r + se con r, s interi e sono legati fra loro da 
condizioni della forma 


[2 — b + (1 — 20)eE]@01 + a(1+ 26) œg 
Ha’ e (b + e) x — az] + (bD + e (b + e) y — at] = 0, 
(b + e) wi — aw Ha e æ+ b pee y 


con x, Y, 2, t interi. 

Per conseguenza la V,, secondo che si verifica il caso 1) o il 
caso 2), rappresenta un’involuzione segnata sopra una superficie iperel- 
littica armonica o equianarmonica. 


52. Alternativa d). 

Sia g un’operazione del gruppo G di una V, del tipo IX) che 
risponda al caso d); allora non vi è più luogo a cercare una ca- 
ratterizzazione della superficie che la possiede, poichè è chiaro @ 
priori che ogni superficie iperellittica dell’ultimo tipo possiede delle 
operazioni si fatte: ma vi è luogo, invece, a una importante osser- 
vazione sui moltiplicatori 2 e u della operazione (y) del gruppo (T`) 
ad essa corrispondente. 

Si osservi intanto che 2 e u sono imaginari, non coniugati e 
che le quattro radici semplici dell’equazione caratteristica di g 


(61) osa Ao + Bo° + Co+1=0 


dove A, B, C sono interi, sono fornite da 7, u, À e E poi si noti 
che la tabella cui appartiene la superficie è isomorfa alla matrice 
(riemanniana) 


MA A 
Erto e 


e quindi å e u debbono soddisfare a quattro relazioni indipendenti 
del tipo 


L +H M A+ uN, (+48 + 2°) + 
+ Pitu + Qiu A+ 2) R, I 


con L,, Mi, N E Q; ed R, interi. 
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Ciò porta che esiste certamente fra À e u una relazione di questo 
tipo in cui N, = Q, = R, = 0 e quindi sussisterà fra 2 e u una 
relazione della forma 


L_-MA+2)+Piu=0 


con L, M, P interi e non tutti nulli. 
Qui possono presentarsi due casi; e cioè può essere 


M=0, oppure M Æ 0. 


Se M = 0, non potendo essere anche P=L=0, Au risulta 
razionale; e siccome, per le relazioni che legano i coefficienti e le 
radici dell'equazione (61), è pure 


dp -Àu =L 
essere Zu razionale porta che è pure 
ip = Se IR 


Allora dalle ulteriori relazioni fra i coefficienti e le radici del- 
l'equazione in discorso si ricava 


A+M+A+wM=—A4, 
A+) A+ #=BF2 

e quindi 4 -+ u è radice dell'equazione di 2° grado 
22+ 42+(BF#2)=0; 


la quale, si noti, risulta certo a radici imaginarie, perchè se no sa- 
rebbero reali 4 ~- u e Au, e 7 e u sarebbero reali o imaginari coniugati. 
Se M + 0 si può scrivere 
Plu+ L 
14a = ET, 
e quindi da 
A+tu+4+tu=T4A 


=— AM + 2L 
mpiga are 


si trae 


ei 


"ei 2 * iv * 
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cioè i numeri Au e 7 sono radici dell'equazione di 2° grado 
P? + (AM +2L)2z+P=0, 


che è reciproca e, come prima, » radici imaginarie. 
In conclusione : 
L'equazione caratteristica di una sostituzione riemanniana modula- 
re g che presenti il caso d) è risolubile per successive estrazioni di 
radici quadrate; e per i moltiplicatori à e u della corrispondente o- 
perazione di (T°) o si ha 
iu =al 


e A+ u radice di un’equazione di 2° grado del tipo 


z? -+ az +b=0 
con a, b interi e 
a —4b<0; 
o si ha 
P) L 
24 p = PETE 


con P, L, M interi e du radice di un’equazione di 2° grado del tipo 


az? -+ bz +a=0 
con a, b interi e 
V — da < 0, 


Che entrambe le alternative siano possibili si dimostra subito 
con esempi effettivi; ma è importante osservare che delle due equa- 
zioni di 2° grado di cui parla questo teorema soltanto la prima è, 
nella sua specie, a meno di una eccezione, una equazione qualunque. 

Si supponga, per un momento, che nel ragionamento fatto più 
sopra valga la seconda alternativa. 

Allora la somma 


du +4 n 


si può calcolare, come è stato fatto, in funzione di L, M, P ed A; 
ma essa potrebbe anche essere calcolata mediante L, M, P e poi 
B o ©. Sussistono quindi dei legami tra gli interi A, B, 0, L, M, P 
che non permettono di riguardare l’equazione di 2° grado cui sod- 
disfa 4u come una qualunque equazione di 2° grado reciproca a 
radici imaginarie e a coefficienti interi. 
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Per es. si riscontra subito che lequazione in discorso non può 


essere mai la seguente 
22° + 3z +2 = 0. 


Piuttosto che fermarci a indicare in che consistano le partico- 
larità aritmetiche di questa equazione, che non sembrano suscetti- 
bili di un enunciato semplice e interessante, facciamo vedere che, 
invece : 

Se per i due numeri À e n si ha 


pes dl 
e poi che A+ u è radice di un’equazione di 2° grado del tipo 


e2+azt+b=0 


con a, b interi e 
a? — 4b < 0, 


diversa per altro dall’equazione 
gel di —= 0, 


esiste una superficie iperellittica del tipo IX) con un'operazione del 
gruppo G che risponde al caso d) e ha per radici della sua equazione 
caratteristica 


di Pg IA 


In primo luogo è chiaro che 4 e 4 sono entrambi imaginari, 
perchè la loro somma è, per ipotesi, imaginaria e il loro prodotto 
è reale, ed è pur chiaro che non sono imaginari coniugati, perchè 
altrimenti la loro somma sarebbe reale. 

D'altro canto å e u sono pure diversi, perchè altrimenti, es- 
sendo 4u = +1 ed essendo 7 e u imaginari sarebbe 


e la somma å + u sarebbe radice dell'equazione di 2° grado esclusa; 
quindi i quattro numeri 


h m å n 


sono tutti imaginari e tutti distinti. 


———————————————_- n m 
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Adesso si ha 


2+u+3+u=—a, 
A+ 2 + iut iuti + pu=(2+ e) (A+ p) + Im + i u=b+2, 


i+ u+iuA+= Fa, 


dunque i quattro numeri considerati sono le radici dell’equazione a 
coefficienti interi 


(62) ot — ao? + (b +2) +ao+1=0. 


Ciò posto, in base alle relazioni che vincolano 4 e m, si ha 
subito che la matrice 
1 Re E 
(63) 


ammette quattro forme riemanniane alternate indipendenti; d’altra 
parte il determinante formato con le parti reali e i coefficienti del- 
l’imaginario dei suoi elementi, cioè, a meno di un fattore numerico 
non nullo, il determinante 


1o a P 
l a pio 4 
ia 
at NE 


e, per quanto è stato detto, differente da zero; dunque essa è sen- 
altro una matrice riemanniana a indici massimi. 

Sopra una superficie iperellittica che appartenga alla tabella 
(63) l'operazione 


w’ 


ani = a 

in virtù dell'equazione (62) genera una trasformazione birazionale ; 
dunque la nostra asserzione si può considerare come pienamente 
giustificata. 
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bj 


53. Chiudiamo queste nostre considerazioni sul gruppo G o I 
di una superficie iperellittica del tipo IX) completando la ricerca 
per quel che riguarda le sue eventuali operazioni periodiche. 

Per le superficie dei primi otto tipi la questione analoga è stata 
pienamente risoluta; noi sappiamo, tipo per tipo, quali operazioni 
periodiche il gruppo @ può, in caso, contenere, e abbiamo anche 
visto come si caratterizzino le superficie per cui queste operazioni 
periodiche esistono effettivamente. 

Invece per le superficie del tipo IX) occorrono ancora delle 
considerazioni complementari che ora passiamo ad esporre. 

Sia dunque g un’operazione periodica (non identica) del gruppo 
G di una V, del tipo IX). 

Il periodo n di g (I, n° 25) può essere 


Che il periodo n possa essere effettivamente 2, 3, 4 o 6 è chiaro, 
in base a quello che è stato stabilito nelle pagine precedenti; ma 
si vede anche subito che per quei valori del periodo nessun altro 
caso può presentarsi all’infuori di quelli che sono stati già incontrati. 

E infatti se il periodo è 2, l’equazione caratteristica di g o ha 
la radice quadrupla — 1, o ha le due radici doppie + 1 e — 1. Nel 
primo caso, y coincide con g}; nel secondo caso g fa parte di un 
sottogruppo L quadrinomio. 

Se il periodo è 4, l'equazione caratteristica o ha una radice 
doppia eguale a +1 o —- 1 e le due radici semplici + i e — i;o 
è priva di radici reali e allora ha le due radici doppie + i e — è. 
La prima ipotesi conduce a superficie incontrate nel n° 49, la se- 
conda alle superficie armoniche e a quelle caratterizzate nel n° 45. 

Se il periodo è 3 le radici dell'equazione caratteristica non pos- 
sono essere che una radice reale doppia eguale a + 1 e le radici 
semplici e ed °, oppure le due radici doppie e ed e°; quindi si ri- 
trovano superficie incontrate nei ni 49, 48 e 46. 

Se il periodo è 6 le radici dell’equazione caratteristica o sono 
date da — e, — £ e da una radice reale doppia eguale a +1 o — 1, 
o sono date da e, æ e dalla radice reale doppia — 1, o sono date 
dalle radici doppie — e, — e* o sono date da e, — e, & e — e. Che 
le prime tre ipotesi non diano luogo a casi nuovi è ormai evidente; 
resta dunque da considerare la quarta. 

In tal caso i moltiplicatori dell'operazione di (7°) corrispondente 
a g, Salvo a sostituire a g il prodotto gg, o la sua quinta potenza, 


S AaS Sa Saa Ea a ae 
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si possono supporre e e — € oppure e e — e?. Nella prima alterna- 
tiva si trova che (I°) contiene un’operazione coi moltiplicatori €°, €? 
e quindi la superficie è una superficie equianarmonica, nella seconda, 
il gruppo (I`) contiene un’operazione coi moltiplicatori e, e e quindi 
si ricade in superficie incontrate al n° 46, 


54. Supponiamo dunque che n sia 5, 10, 8 o 12 e facciamo 
vedere subito che l’ipotesi n= 5 (e quindi anche l’ipotesi n= 10) 
deve essere scartata. 

Infatti se fosse n =5 tra le radici dell’equazione caratteristica 
di g apparirebbe certo una radice quinta imaginaria dell’ unità; 
ma allora siccome questa è necessariamente primitiva, le altre sa- 
rebbero certo le rimanenti radici primitive quinte dell’unità; e i 
moltiplicatori dell’operazione di (T) corrispondente a g sarebbero 
dati da due radici primitive quinte diverse e non coniugate. Segue 
che la superficie apparterrebbe a una tabella isomorfa a quella cui 
può supporsi appartenere la superficie di JACOBI-HUMBERT; e ciò 
è assurdo, una volta che quella superficie è, per ipotesi, del tipo 
IX), mentre questa è del tipo V). 

Consideriamo il caso di n= 83. 

Allora le quattro radici dell’equazione caratteristica di g non 
possono essere tutte radici ottave dell’unità non primitive, perchè 
se ciò accadesse l’operazione sarebbe al più del periodo 4; dunque 
almeno una di esse è una radice primitiva ottava dell’unità, e dopo 
ciò le altre saranno necessariamente le rimanenti tre radici primi- 
tive. Indicatane una con y, le altre saranno — 7, 73 e — 7. 

I moltiplicatori å e xu dell operazione di (I) corrispondente a 
g debbono essere diversi e non coniugati, dunque posto, per es., 
à = N. sarà 


4 = n? oppure u = — Ņ. 


Si vede subito che entrambi i casi sono realizzabili conside- 
rando la matrice 


127% 7 
1 up p 


che risulta riemanniana e ad indici massimi: ma resta a vedere a 
quali superficie essi conducono. 
Se è 


18 


"rd y 
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il gruppo (I°) contiene un’operazione coi moltiplicatori 
ea ped 


e quindi la superficie considerata è una superficie iperellittica ar- 
monica; se è invece 


A=n e p=? 


la tabella cui appartiene la superficie considerata è, al solito, 
isomorfa a quest'altra 

|1 n y 
| 3 


lai n 
cui risponde la superficie di JACOBI, che diremo di JACOBI-BOLZA, 


inerente al radicale quadratico 


Va w +1), 


e quindi la superficie in discorso è birazionalmente identica a una 
involuzione (d'ordine = 1) segnata sulla superficie di JACOBI-BOLZA. 

Supponiamo infine che sia n= 12, 

Allora equazione caratteristica di g o ha per radici le quattro 
radici primitive dodicesime dell’unità o ha per radici (sostituendo, 
in caso, a g il prodotto 99,) + i, — i, €, e°. Quest’ ultima ipotesi 
va scartata perchè esige (I, n° 28) l'esistenza di integrali ellittici 
non vincolati e quindi porta alla superficie del tipo VI) che rap- 
presenta la varietà delle coppie di punti di una curva ellittica 
armonica e una curva ellittica equianarmonica ; dunque non resta 
oche la prima. 

Se ¢ è una radice primitiva dodicesima dell’ unità, le altre 
sono 25, — & e — 25; per modo che, se 4 e m seno i moltipli- 
catori dell’operazione di (J`) corrispondente a g, posto A =¢ si ha 


u= — È o m= (63, 
Entrambe le alternative sono realizzabili, come si vede al solito 


modo; ma nella prima il gruppo (T) contiene un’operazione coi 
moltiplicatori 


ro 
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nella seconda, una operazione coi moltiplicatori 
43 == sè = == T 


e qnindi la superficie considerata o è equianarmonica o è armonica. 

Concludendo : 

Il gruppo G o T di una superficie iperellittica del tipo IX) non 
può possedere operazioni periodiche del ordine 5 o 10; può contenerne 
invece dell’ordine 2, 3, 4, 6, 8, 12. 

Inoltre : 

Se possiede un’operazione a periodo 8 la superficie relativa o è 
armonica 0 è birazionalmente identica a un’involuzione (d’ordine = 1) 
segnata sopra una superficie di JACOBI-BOLZA (78), e se possiede 
un'operazione a periodo 12, la superficie stessa o è armonica o è 
equianarmonica. 

Infine vale la pena di osservare esplicitamente che : 

Una superficie iperellittica il cui gruppo G o T contenga un’ope- 
razione a periodo 12 o è armonica o è equianarmonica o è la varietà 
delle coppie di punti di due curve ellittiche di cui una sia armonica 
e Valtra equianarmonica ; 

e che: 

Una superficie iperellittica il cui gruppo G o T contenga un’ope- 
razione a periodo 5 o 10 è birazionalmente identica a un’involuzione 
(di ordine = 1) segnata sopra la superficie di JACOBI-HUMBERT (7°). 


Parma, 16 agosto 1916. 


(78) Cfr. BAGNERA e DE FRANCHIS, loc. cit. (84), n° 25. 
(79) Cfr. BAGNERA e De FRANCHIS, loo. cit. (3), n° 26. 


